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Voorwoord

Het grootste deel van de hier gepresenteerde vraagstukken is gebruikt
tijdens een op het Mathematisch Centrum gehouden cursus Wetenschappelijk
Rekenen A. De notatie in de vraagstukken is gelijk aan die van de eerste
twee deeltjes van deze syllabus Lineaire Algebra, geschreven door P.S.
Stobbe. Veel vraagstukken zijn speciaal voor de bovengencemde cursus ont-
worpen, waarbij de bijdragen geleverd zijn door L. Ammeraal, J.W. de Roever,
P.S. Stobbe, D.T. Winter en de samensteller van deze bundel. Verder zijn
vraagstukken ontleend aan andere bronnen nadat de notatie en de stijl werd
aangepast. Zo zijn vraagstukken ontleend aan het Nieuw Tijdschrift van Wis-
kunde, de MO-A examens en de vraagstukkenverzameling die gebruikt wordt op
het practicum van het Mathematisch Instituut van de Universiteit van
Amsterdam. Van vrijwel alle vraagstukken wordt in het tweede deel de oplos-
sing gegeven. De verwijzingen zijn als volgt: S II.2.12 verwijst naar het
betreffende nummer in de twee deeltjes van de syllabus van P.S. Stobbe,

V III.3.13 and O III.3.13 verwijzen respectievelijk naar een vraagstuk en

de oplossing daarvan in dit deeltje.






VRAAGSTUKKEN

I. Opmerkingen vooraf

§ I.1. Verzamelingen

I.1.1 Laat de verzameling M gedefinieerd worden door M = {2,3,4,5,6}. Ga na
welke van de zes volgende beweringen juist zijn.
a) 3¢ M; b) 3cM; c) {3}e M; 4 {3} cM; e) {3,6} cM;
£) {5} < {4,5} < M.

I.1.2 Van de drie verzamelingen A, B en C is bekend dat A een deelverzameling
is van B en dat B een deelverzameling is van C. Veronderstel verder
l1e A, 2¢ B, 3¢ C, 4¢ A, 5¢€ B, 6 ¢ C. Verifieer of de volgende
beweringen juist zijn.

a) 1e C; b) 2¢ BA; c) 3¢ A; d 4€¢ B; e)5 ¢ A; f) 6¢ A.

I.1.3 Beschouw de verzamelingen A = {1,2,3,4,5}, B = {1,3,5,7}, en
¢ =1{2,5,6,7}. Bepaal dan
a) AucC; b) avu {BnC}; c) (AuB) n (AUC); d) An Bn C.
Merk op dat de verzamelingen in b) en c) aan elkaar gelijk blijken te

zijn.

I.1.4 A, Ben C zijn drie verzamelingen. Toon aan dat

a) An (Bud) = A; b) Avu (BnC) = (AuB) n (AuC).

I.1.5 A, B en C zijn drie verzamelingen. Bewijs de volgende uitspraak:

A c C dan en slechts dan als A u (BnC) = (AuB) n C.

I.1.6 Bepaal het aantal verschillende deelverzamelingen van een eindige

verzameling van n elementen (n € WN).

I.1.7 Geef voor elk van de diagrammen a, b en c aan of het een afbeelding

van A = {p,q,r} in B = {x,y,z} definieert.
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Als er sprake is van een afbeelding noem deze dan f. Geef in dat ge-

val aan waaruit Im(f) bestaat.

In de volgende 6 onderdelen is steeds een afbeelding gedefinieerd.
Gevraagd wordt, of deze afbeelding in-, sur- of bijectief is, en of

het misschien een endo-, iso- of automorphisme is.

a) f£: {1,4,9,16,25} » {1,2,3,4,5},
f(v) = Vv ;

b) f: {1,2,3} » {1,2,3},
£(1) =-4(3i%-11i+4) ;

c) f£: {1,2,3,-1,-2,-3} » {1,2,3},

f(i) = i als i >0, f£(i) = -i als i < 0;

d) f: VnwWw->V (V en W twee verzamelingen, V # W),
f(u) = u;

e) f: V>VuUuUW (V en W twee verzamelingen, W £ V),
f(u) = u;

f) f: W ~> W,

f(n) = n + 1.

Beschouw de afbeeldingen f: @ + Z en g: & + Q gedefinieerd door
£(0) = 0, f(p/q@) = p + a(p € %, q€Z, p*0, gq#0, p en g hebben geen
gemeenschappelijke delers), g{z) = z/(zz+1). Bepaal feg en gef.
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I.1.10 Notatie: Zij f: X - y een afbeelding en A ¢ X. Onder f(A) zullen we
verstaan de deelverzameling van Y die bestaat uit die elementen van
Y die het beeld zijn van een element uit A onder de afbeelding f.

Anders genoteerd:
£(d) = {b | be Y en er is een a ¢ A met £(a) = bl.

We noemen f(A) het beeld van A onder £f.

Ga na dat f(A) = Im(f) dan en slechts dan als A = X.
I.1.11 Beschouw de afbeelding f in vraagstuk I.1.8 f). Wat is £(IN)?

I.1.12 Gegeven zijn f: V> Wen g: W~ X, zowel f als g is injectief. Be-

wijs dat de afbeelding (gof): V - X eveneens injectief is.

I.1.13 Gegeven zijn f: V > Wen g: W~ X, zowel f als g is surjectief. Be-

wijs dat de afbeelding (gef): V > X eveneens surjectief is.

I.1.14 Gegeven is (gef): V =+ X, de samenstelling van f: V> W en g: W+ X,
is injectief. Bewijs dat f injectief is. Is noodzakelijk g injectief?

Zo nee, geef een tegenvoorbeeld.

I.1.15 Gegeven is (gef): V > X, de samenstelling van f: V>Wen g: W~> X,
is surjectief. Bewijs dat g surjectief is. Is noodzakelijk f surjec-

tief? Zo nee, geef een tegenvoorbeeld.

I.1.16. Gegeven is de afbeelding f: X - Y. Bewijs dat £ injectief is, dan en
slechts dan als f(AnB) = £(A) n £(B) voor alle deelverzamelingen A

en B van X.

I.1.17 Construeer een isomorphisme en zijn inverse voor
£: {q | ge@, . g=0} ~ {q | ge@, O0s<g<1} .

I.1.18 Construeer een isomorphisme en zijn inverse voor
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I.1.20

I.1.21

I.1.22

I.1.23

VRAAGSTUKKEN
£: @ > {a | qep, q=0}.

Gegeven zijn de verzamelingen A = {1,2,3} en B = {3,4}. Schrijf alle

elementen op van de verzameling A I B.

A,B,X en Y zijn verzamelingen. Dan is
a) (AUB) I X = (ANX) v (BIX); '
b) (AnB) I (XnY) = (AIIX) n (BIY).

Gegeven zijn de verzamelingen V = {1,2,3,4} en w = {1,4,9,16} en
bovendien de afbeelding g: V > W, met g(v) = v2. Ga na dat de af-
beelding £f: VI W > V I W gedefinieerd door f(v,w) = (g_I(w), g(v))

een automorphisme van V II W is.

Laat de volgende afbeelding gegeven zijn:
f: 2 1 {n | ne N, n>0} > @,
f(z,n) = z/n.

Wat voor type afbeelding is f ?

Definieer:
£f: ollg-~>Qq,
flagray) = qq - aq,-

Wat voor type afbeelding is £ ?

Definieer verder:
£ 270 qeg,
fq(ql) = f(q,ql).

Wat voor type afbeelding is fq ?

I.1.24 Als de vorige opgave, maar nu met
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f: oI o~ 0,

£lay,9y) =9 * d,-

I.1.25 Gegeven zijn twee verzamelingen V en W met evenveel (eindig veel)
elementen. Laat zien dat
1) als f: V -+ W injectief is, dat f dan ook surjectief is;
2) als £: V -~ W surjectief is, dat £ dan ook injectief is.
Blijven de redeneringen ook opgaan als V en W oneindig veel elemen-

ten bevatten?
I.1.26 Gegeven is de volgende afbeelding:

f: RI R > R II R,

f(rl,rz) = (2r +r2, r +2r2).

1 1

Is £ een isomorphisme ? (hint: probeer f“1 te vinden).

I.1.27 Dezelfde vraag voor:

g: RIR >R I R,

g(rl,rz) = (2r1+r2, 4r1+2r2).

1.1.28 Dezelfde vraag voor:

h: RIR »R I R,

-r,).

h(rl,rz) = (r1+r2, r,-r,

I1.1.29 Gegeven is de afbeelding f: ]R3 -+ ]R3,

f(r,ry,xq) = (ar1+r2+r3, r Hr,4rg, rodr +ur3), o € RR.

172

Voor welke waarde(n) van o is f een isomorphisme ?

I.1.30 Dezelfde vraag voor f: IR3 - 1R3,
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I.1.32

I.1.33
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f(rl,rz,r3) = (ar1+r2+r3, r1+ar2+r3, r1+r2+ar3), a € R.

Waaraan moeten a en B voldoen (a e R, B e IR) opdat de afbeelding
f: IR3 -> IR3,
f(rl,rz,r3) = (ar1+a8r2+ar3, 28r2+r3, 3r1+38r2+r3),
een isomorphisme is ?
. 3 3
Ga na of de afbeelding f: R~ > R,
1 1 1 1 1 1 1 1
= = = = = = —r +_r +
Elrysryiry) = (rpbgryb 3oy, or v 30,0 gy, 3t 4y Y0 5Ty
een isomorphisme is.
Opmerking: Met behulp van de theorie die later ontwikkeld wordt kun-
nen de vraagstukken I.1.26 tot en met I.1.32 heel snel geverifieerd
worden. In hoofdstuk III, paragraaf 3 wordt hier nader op ingegaan.
Permutaties
Gegeven zijn de 4-tupels [1,3,4,1]1, [2,3,1,4] en [3,4,2,3].

Ga na welke van deze tupels 4-permutaties zijn.

Bepaal van de volgende 3-permutaties [2,3,1], [1,2,37, [3,1,2] en

[1,3,2] de inversen.
Schrijf het schema van alle 4-permutaties en hun inversen op.

Gegeven zijn twee 4-permutaties ¢ en 1, gedefinieerd door de schema's
[1,3,2,4], respectievelijk [4,1,2,3]. Bepaal het schema van oot en
van T°0o.

Beschouw de 6 3-permutaties 0y = [1,2,3], 0, = [1,3,21, oy = [2,1,3],
0, = [2,3,11, Oy = [3,1,2], g

lijke getallen i en jmet 1 <i <6, 1 £ 3j <6 de permutaties

[3,2,1]. Bepaal voor alle natuur-

= oiocj' Druk pij uit in één van de permutaties o, en maak een

Pij x

tabel.

2ij V de verzameling {1,2,3}. Noem de 3-permutaties weer 041057+4240¢
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zoals in het vorige vraagstuk.

Definieer nu 36 afbeeldingen pij (1<i<6,1<j<6) als volgt

pij: VIiv-=v Iv,

Dij ("1"’2) = (oi(v1>,cj(v2)).

a) Laat zien dat pij een automorphisme van V m V is. Beschouw voorts

de verzameling W = {1,2,3,4,5,6,7,8,9} en de afbeelding
T: VIV > W,

T(vl,vz) = 3v1 + v, = 3.

b) Laat zien dat voor iedere i enj, 1 < i <6, 1 < j £ 6, de af-

beelding T o pij o 1-1 bestaat en een 9-permutatie is.

c) Wat is de inverse van T o pij o 1-1
. A -1 .

d) Voor welke i en j is T o pij o T = 1dw ?

?

Laat gegeven zijn de verzameling V van 3-permutaties en de ver-
zameling W van 4-permutaties en definieer f: V > W als volgt: als o
een 3-permutatie is met schema [0(1),0(2),0(3)] dan heeft f het

schema [0(3),0(2),4,0(1)]; wat voor type afbeelding is f ?

4) T(7) en T(S).

Schrijf het schema op van de verwisselingen r(
2,3 4,5

1,3’

Welke 3- en 4-permutaties zijn verwisselingen ?
Zijn er nog andere 3- c.q. 4-permutaties met de eigenschap

0 ° 0 =0, (de eenheidspermutatie)?

Schrijf de 4-permutatie met schema [2,4,1,3] als samenstelling van
verwisselingen. Doe hetzelfde voor de 6-permutatie met schema

[2,5,1,4,6,3].

Schrijf de inversies op van de permutaties met de schema's [1,4,3,2],
[é6,2,3,1,4,51, [2,1,3,4,6,5,8,7], en bepaal het teken van de per-

mutaties.
Noteer van de 4-permutaties de waarde van de sign-functie.

Schrijf de permutaties, waarvan de schema's hieronder zijn ge-
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schreven, als samenstelling van verwisselingen:
a) [2,8,7,3,1,4,6,5];

p) (7,3,1,5,9,2,8,6,4];

c) [1,3,5,7,9,2,4,6,8,10].

Wat is het teken van deze permutaties ?

Welke inversies horen bij deze permutaties ?

Matrices: Combinatorische aspecten

Schrijf van de matrix f: R R, £(i,j) =i+ 3, ie {1,2},

2,47
je {1,2,3,4}, het schema op.

Wat zijn de 4-grepen uit R4 2 ?
’

Wat is het sign van deze 4-grepen ?

Laat V de verzameling {1,2,3,4} zijn; welk schema hoort dan bij de

) = v2 + v, ?

matrix £: V I V> IN, gedefinieerd door f(vl,v 1 P

2

Maak een lijst van roostertransformaties van (2x2)-roosters en ga na

welke transformaties even zijn en welke oneven zijn.

Laat n een positief natuurlijk getal zijn, V de verzameling

{x I x € N, 15x£n}'en Gl en 0, twee n-permutaties. Definieer nu

p: VE V> VI V als volgt: p(vl,vz) = (Gl(vl),az(vz)).

Laat zien dat

a) p een automorphisme is;

b) p een roostertransformatie is;

c) sign (p(W)) = sign (01).sign (02).sign (W), waarin W een n-greep

is.

Is de transpositie te schrijven als een afbeelding p zoals deze

voorkwam in de vorige opgave ?

Beschouw een matrix f: R4 - V uit een verzameling V en noem de

4
’
elementen van f Vij' Zij o de 4-permutatie met schema [4,1,3,2] en

T de 4-permutatie met schema [3,1,4,2]. Bepaal dan de matrix

fOKUORT: R4'4—>v.
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Determinanten: Combinatorische aspecten

Bereken de determinanten van de matrices

3 1 -1 4 2 1 3 3 -1 0
1 2/’ -2 3 ) 3 -1 4 |, -2 4 0 .
- 1 0 5

Als in een (nxn)-matrix A uit € de i-de en de j-de kolom
(i#j, 1i,3 € {1,2,...,n}) aan elkaar gelijk zijn dan is det(a) = O.

Bewijs dit. Een analoge uitspraak geldt voor rijen.
Bereken det(f) voor f uit opgave I.3.3.

Laat V de verzameling {1,2,3,4} zijn; definieer f: VI V > N als
2 .
volgt: f(vl,vz) = (vl—vz) . Wat is det(f)?

{1,2,3},

Beantwoord dezelfde vraag voor het geval dat V

£f: VIV > @, en f(vl,vz) = 1/(v1+v2—1) is.

Gegeven is de (nxn)-matrix f uit N met £(i,j) i+ j. wat is

det(f) voor n respectievelijk 1, 2 en 3? Wat is det(f) voor n > 3?

Gegeven is een (nxn)-matrix f uit R met £(i,j) = -£(j,i). Laat zien

dat det(f) = 0 als n oneven is.

Laat gegeven zijn een willekeurige (2x2)-matrix f uit IR en de

(2x2) -matrix g, gedefinieerd door

g(l,i) = a £(1,i) + b £(2,1),

g(2,i) = c £(1,1i) +d £(2,1),

voor i = 1,2 en a,b,c,d € R.

Toon aan dat

_ . a b
det(g) = det(f)-det (c d) .

Gegeven is het volgende schema van een (2x2)-matrix f
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Beschouw nu de 2-permutaties 00,01 met schema's [1,2], respectieve-
lijk [2,1], en de daaruit voortvloeiende rij- en kolompermutaties

R , R , K , K . Definieer nu:
o] o
o % % %

£

Il
Hh
[
o
o
bl

ij o (3}

zo zijn dus gedefinieerd £ 1’ £ en f,,. Bereken nu de deter-

oo’ fo1’ f1o0 11
minanten bij deze matrices en vergelijk het antwoord met respectieve-

lijk det(f), sign(co) en sign(ol).

Van een (2x2)-matrix f uit IR is gegeven dat det(f) = 0. Laat zien
dat er twee reéle getallen a en b zijn, die niet allebei tegelijk

0 zijn, zodanig dat

a £(1,1) +b £(1,2) =0
en
a £(2,1) + b £(2,2) = 0.
Van de (nxn)-matrix fn uit N is gegeven dat fn(n-i+1,i) =1,

i=1,2,...,nen fn(i,j) = 0 voor alle andere paren (i,j). (Dus

voor n = 2 ontstaat

0o O 1
0 1 0 ’
1 0 0

etc.)

Bereken voor elke'n > 2 det(fn).
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II. Vectorruimten en lineaire afbeeldingen

§ IT.1.

Ir.1.1

I1.1.2

I1.1.3

I1.1.4

Vectorruimten

Ga na in welke van de volgende gevallen er sprake is van een binaire

operatie zoals gedefinieerd in S II.1.2.

a) v=1R, m(x,y) = x + y;
b) V=N, m(i,j) =i - 3;
c) v=12, m(i,j) =1i - 3;
d v=12, m(i,j) = ij;
4 V=N, omi§) =id.

Ga na aan welke voorwaarden (S II.1.5, (i), (ii), (iii), (iv)) wvan
de definitie van abelse groep is voldaan door de onderstaande paren

(V,m), waarin V een verzameling en m een binaire operatie op V is.

a) V=R, m(r,s) = rs;
b) v={xe R, x # 0} m(r,s) = rs;
c) V=N, m(i,j) =1 + j;
d) v-=12, m(i,j) =1 + j.

Definitie: Zij V een verzameling en m: V II V >~ V een binaire opera-
tie op V.
(i) Een element e € V is een nul-element voor m als voor elke
a € V geldt m(e,a) = m(a,e) = a.
(ii) m heet commutatief als voor elk tweetal elementen v, w € V
geldt: m(v,w) = m(w,v).
(iii) m heet associatief als voor elk drietal elementen u, v, w € V

geldt m(m(u,v),w) = m(u,m(v,w)).

Ga na dat definitie S II.1.5 met behulp van de vorige definities

als volgt geformuleerd kan worden.

Definitie: Als V een verzameling is enm: VI V -+ V is een binaire

operatie op V die voldoet aan de volgende vier voorwaarden:

(i) "'m bezit in V een nul-element Voi

(ii) m is commutatief;

(iii) er is bij ieder element v € V een element v* € V zodat
m(vlv*) = Vi

(iv) m is associatief;

dan heet het paar (V,m) een abelse groep.
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Zij V de verzameling van alle reéle polynomen van de graad 2 (of

lager) in een variabele x; d.w.z.

2
vV = {aO +a; x+a,x I agr ayr a, € R}.

Beschouw op V de binaire operatiem: V II V > V met

2 2
+b,x+b_x) = (ao+b0) + (a1+b1) x + (a2+b2) X .

2
m(a.+a, x+a.x ,bO 1 2

01 2
Is (V,m) een abelse groep?

Zij V de verzameling van alle geordende rijtjes reé&le getallen

(al,...,an) die voldoen aan a, + ... + a = 0 (n mag per rijtje ver-

1
schillen) . Definieer als binaire operatie m: VI V - V met

m((al""'an)'(bl""’bm)) = (al""'an’bl""’bm)'

Is (V,m) een abelse groep?

Zij V=R enm: VI V -+ V de binaire operatie op V gedefinieerd
door m(x,y) = X + y - Xy.

a) Is m commutatief?

b) Is m associatief?

c) Is er een nul-element voor m? Zo ja, welk element?

d) Is (V,m) een abelse groep?

Bewijs dat er voor een binaire operatie op een verzameling V geen

twee verschillende nul-elementen bestaan.

Beschouw de verzameling bestaande uit vier standen van een vlak, die
ontstaan door dit vlak om een vast punt linksom te draaien over
hoeken van Oo, 900, 180° en 2700. Deze standen noteren we respec-
tievelijk met 0, 1, 2, 3, dus Vv = {0, 1, 2, 3}. Als binaire operatie
(+) definieren we het na elkaar uitvoeren van twee draaiingen. Zo

is bijvoorbeeld 1 + 3 = 0.

Bereken, door onderstaande tabel in te wvullen, voor alle mogelijke

paren (u,v) € VI V hun som u + v.
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v or1iz2)3 a) Is er een nul-element?
u
b) Heeft elk element van V een inverse
9 in V? Zo ja, bepaal deze.
1 c) Is V een abelse groep?
2
3

Beschouw nog eens de verzameling V en de binaire operatie m uit

V II.1.5. Voeg hier aan toe de reéle operatie 0: R II V > V, met

+a, x+a x2) = la, + Aa,x + Aa x2

oA, agta; xta, 0 1 2X -

Is V hiermee een lineaire ruimte? Is V een vectorruimte?

2ij V de verzameling van alle geordende rijtjes van n reéle getal-

len (al,az,...,an) (n21) die voldoen aan a, + a, + ... + an =0,

1 2

d.w.z.

*
vV = {(al,a ,...,an) € ngl | a, +a, + ... + a_ = 0}.

2 1 2 n

Definieer de binaire operatie m: VI V > V met
m((al,...,an), (bl,...,bn)) = (a1+b1,...,an+bn)

en de reéle operatie 0: R II V > V met
G(A,(al,...,an)) = (Aal,kaz,...,kan).

Ga na dat V een lineaire ruimte is. Is V een vectorruimte? Probeer
een stelsel van n - 1 vectoren {vl,vz,...,vn_l} te vinden zodat elk

v met

element v € V te schrijven is als v =\, v, + ... + An -1

171 -1

Al,...,)\n_l € RR.

Laat zien dat de verzameling F van functies f: [0,1] + R een
R -lineaire ruimte is. Neem als optelling {f1+f2}(x) = fl(x) +

+ fz(x) en als scalaire vermenigvuldiging {Af}(x) = Af(x).
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*

I1.1.13 Bereken x en y als (x,3) = (2,x+y), waarin beide leden tot ]R2 be-

horen.

II.1.14 Bereken x, y en z als

)+

X, ¥, 2 € R en de vectoren behoren tot IR3.

[P
N
+

~

PN
O = =
N——"
I SO
N

L~
O O =
N——"”

ITI.1.15 In IR, is gegeven

JHt

a) Bereken x = a + b + c.

b) Bereken y = la + pb + vc, met A 2, u= =3, v=4.

c) Z2ij z = x + y; druk z uit in a, b en c.
d) Ga na of er reéle getallen a, B en y zijn (niet alle gelijk 0)

zodat aa + Bb + yc = 0.

II.1.16 Beschouw de lineaire ruimte M2 3 (R). Gegeven is
’

(100 (020 (001 (8 3 s
A‘(o3o>' B“(soo)' C‘(ooz)' M‘(752410)'

Druk M uit in A, B en C.

§ II.2. Dimensie

I1.2.1 De vectoren in dit vraagstuk zijn elementen van ]R2. Bewijs:

a) (f) is een lineaire combinatie van [(é), (?)]:
/

,(2)

b) (é) is een lineaire combinatie van [( f ;
0\ . - - 3)
c) 1 is een lineaire combinatie van [ ’ 2/];

;)
1)
1/
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d) [(;), (Z)] is een lineair afhankelijk stelsel van 1R2;

e) [(Z), (2)] is een lineair onafhankelijk stelsel van R,.

I1.2.2 Definitie: Zij V een F- vectorruimte en zij [al, . ..,am] een m-tupel

uit V. Een vector v € V heet lineair afhankelijk van [al, .. .,am]
als er getallen A,,...,A in T bestaan zodat v = XA,a, + ... + A a .

1 m i1 m m
Opmerking: We zeggen ook dat v een lineaire combinatie is van
[al,...,am]; zie S II.2.15.

Een vector v € V heet lineair onafhankelijk van [al, ...,am] als v

geen lineaire combinatie is van [al,...,am].

*
I1.2.3 Is in ]R5 de vector (1,2,3,1,0) te schrijven als een lineaire com-

binatie van [(1,2,0,0,0), (1,2,3,0,0), (0,0,1,1,0), (0,0,-1,0,0)]?

Zo ja, geef deze lineaire combinatie.

II.2.4 Laat zien dat in :IR3 de vector

te schrijven is.

II.2.5 Het tupel

is een basis voor JR3. Bewijs dit.

II.2.6 Beschouw in IR3 het tupel
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QO G vem

Ga na voor welke a het tupel een basis van JR3 is.

I1.2.7 Als V een 4-dimensionale R -vectorruimte is met basis [al,az,a3,a 1,
n
dan is ook I:al,az,a3 + Aal,a4] voor elke A € R een basis van V.

Toon dit aan.

I1.2.8 Als

2, by ¢y
b c

[ 22 , 2 , 2 ]
a3 by ©3

een basis is van ]R3, dan is

by ¢y
b2 c
b 2
’ 3 ' €3 ’
0 0

een basis van IR,. Bewijs dit.

P
W N ==
[ e NeNe]

o

4
I1.2.9 Bewijs dat in IR4 het tupel
1 1 1
1 2 1
t 1 ! 1 ! 2 L
1 1 1

een lineair onafhankelijk stelsel is. Vul dit tupel aan tot een

basis van :IR4 .

II.2.10 2ij V de R-vectorruimte van polynomen van de graad < 3 in de
variabele t. Ga na of [u,v,w] lineair afhankelijk, danwel lineair
onafhankelijk is met

A u=td-324s5e+1, vetd-tast+2, w=o2t -at?+

+ 9t + 5;

t3+4t2—2t+3,v=t3+6t2—t+4,w 3t3+8t2+

b) u

- 8t + 7.

II.2.11 2Zij V de R-lineaire ruimte van continue functies f: R > R. Ga



I1.2.12

I1.2.13

I1.2.14

I1.2.15

II.2.16

I1.2.17
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na of [f,g,h] een lineair onafhankelijk stelsel is, als
t

a) £(8) = 25, g(t) = t%, h(t) = t;

b) f(t) = cos 2t, g(t) = sinzt, h(t) = 1.

c) Ga na of V een vectorruimte is.

In een TF -lineaire ruimte V is [v .,vm] lineair onafhankelijk,

reo
maar [vl,...,vm,w] lineair afhankilijk.
a) Toon aan dat w een lineaire combinatie van [vl,...,vm] is.
b) Geef een voorbeeld van een lineair afhankelijk stelsel
[vl,vz,v3,w], waarbij
(1) [vl,vz,v3] lineair onafhankelijk is én

(ii) w lineair afhankelijk is van [vl,vz,v3] én

(iii) vy niet lineair afhankelijk is van [V2,V3,W].
c) Als b), maar nu met als derde voorwaarde
(iid) v, is lineair afhankelijk van [v2,v3,w],

v, is lineair afhankelijk van [vl,v3,w],

vy is lineair afhankelijk van [vl,vz,w].

Laat [u,v,w] een lineair onafhankelijk stelsel zijn in een
F -lineaire ruimte V. Laat zien dat [u+v,u-v,u-2v+w] ook een

lineair onafhankelijk stelsel is.

Is het tupel [(1,1,1), (2,2,2), (1,0,0)] een stelsel voortbrengenden

van ]R*"
3

Zij V de R -vectorruimte van polynomen met reé&le coefficienten van
de graad < 3 in de variabele t. Bepaal de dimensie van deze vector-

ruimte.

In een 3-dimensionale R -vectorruimte V zijn gegeven de vectoren
a, b, ¢, en d zodat het tupel [a+2b, a+c, c] een lineair onaf-
hankelijk stelsel is. Welk van de volgende tupels vormt een basis
voor V?

(1) [atb+c, a+2b, c-bl;

(ii)  [a,b,c];

(iii) [a,b,c,dl.

Gegeven is een T -vectorruimte V; a, b, ¢ en d zijn vectoren uit V.
Bewijs de volgende uitspraken.

(i) [a,b,c] is lineair afhankelijk als [a+b,b+c,a+c] lineair
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§ II.3.

I1.3.1
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afhankelijk is.

(ii) [a,b,c] is lineair onafhankelijk als [a+b,b,c] lineair onaf-
hankelijk is.

(iii) Als a # O lineair afhankelijk is van [b,c] en b is niet
lineair afhankelijk van [a,c], dan is c lineair afhankelijk
van [a].

(iv) Als [a,b,c] een lineair onafhankelijk stelsel is en d is
lineair afhankelijk van [a,c] en ook van [b,c], maar niet van
[a,b], dan is d lineair afhankelijk van [c] en ¢ is lineair

afhankelijk van [d4].

Gegeven zijn inIR4 vijf vectoren a, b, ¢, X, y; x is lineair on-
afhankelijk van [a,b,c] en y is lineair onafhankelijk van [x,a,b,c].

Onderzoek of [a,b,c] een lineair afhankelijk, dan wel een lineair

onafhankelijk stelsel is.

Gegeven is in 1R3 de verzameling vectoren {a)‘l)\ € R} met

2 2 -3 5
a = (o)+>\(1)+(~2>
-1 -3 3
en bovendien de vectoren
-1 2
b = ( O) en ¢ = (-3).
1 1

(i) Onderzoek voor welke waarde(n) van A de vector a, lineair af-
hankelijk is van [b,c].

(ii) Voor welke X is c lineair afhankelijk van [ax,b]?

Lineaire deelruimten

Beschouw de verzameling vectoren {aA[A € R} met a, gegeven in
V II.2.19. Onderzoek of deze verzameling een lineaire deelruimte

van ]R3 vormt.
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Ir.3.2 Voor welke X € R is

2 3
HCINE VLN l (0] + 2hx, + 4%y + V'x, = C}

Y . 3 *
een lineaire deelruimte van ]R4 ?

I1.3.3 Als a, b en c vectoren zijn van een F -vectorruimte V, dan is
= {a + A\b + uc [ A,u € T} een lineaire deelruimte van V dan en

slechts dan als 0 € W. Bewijs deze uitspraak.

I1.3.4 Bepaal of de volgende deelverzamelingen van ]R* lineaire deel-

3
ruimten van IR; zijn:
a) {(xl,x2,x ) | (PR = 0};
b) {(xl,x2,x ) | 1 FyRy = 1};
2. = .
c) {(xl,x rX3) | x7-x,=x; = 0};
d) {(xl,xz,x ) 1tXy¥xy = 0 én 2% +x,-x, = 0}

I1.3.5 Toon aan dat de verzameling

+ A

=N O -

1
-1

+ v 3 | A,u,v e R}
2

een lineaire deelruimte van ]R4 is en bepaal de dimensie van W.

W N
O = =

II.3.6 U en V zijn lineaire deelruimten van een F -lineaire ruimte A.
zijn U\V = {v | veU, véV}, U U V en U n V ook lineaire deelruimten
van A?

I1.3.7 Laat U en W de volgende lineaire deelruimten van R

4 zijn:

| b+c+a=0}, w={ a+b=0enc=2d}.

™o od
a0 oe

Bepaal een basis van U, van W en van U n W.



20 VRAAGSTUKKEN

(R) de lineaire deelruimte W opgespannen door

(5 D

II.3.8 Beschouw in M
2,2

(G (6 )

Bepaal de dimensie van W en zoek een basis van W.

I1.3.9 Bepaal een basis van de lineaire deelruimte W van IR_. gegeven door

5
X
:2
w={ XZ l 2x2 - 8x3 - 3x5 =0, Xy + x, - 4x3 - %Xy = o,
*5
2x1 +x, % = 0}.
Wat is de rang van
0 1 2
2 1 0
L -8 -4 0 12
0 ! 0 ! 1
-3 -1 1

II.3.10 Bepaal de rang van het tupel

=== O

N
N

N O =

@)

I1.3.11 Het tupel [a,b,c] is een basis voor een R -vectorruimte V. 2Zij

D WN e
~
~

W N =D

pe R enx=pa+b-c, y=p(b-a) + 2c en z = p(c-a) - b. Bepaal

voor alle waarden van p dimensie van {Ax+uy+vzlk,u,veﬂﬂ.

I1.3.12 v = {G) + A(é) + u(-i) | A, we m}



I1.3.13

I1.3.14

I1.3.15

II1.3.16

I1.3.17

I1.3.18

I1.3.19
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is voor zekere reéle o een lineaire deelruimte van I{S. Bepaal a

en een basis voor V.

DI’D2 en D1 u D2 zijn lineaire deelruimten van een IR- vectorruimte

V. Bewijs dat D1 = D2 of D1 = D2.

Notatie: Laat A en B deelverzamelingen zijn van een F -lineaire

ruimte V. We schrijven A + B voor de verzameling van alle elementen

a+bmetaeAenbe B:
A+ B ={veV | v = a+b met acA en beB}.

Als A en B lineaire deelruimten van een F -lineaire ruimte V zijn,

dan is ook A + B een lineaire deelruimte van V. Bewijs dit.
Bepaal een basis van U + W met U en W uit V II.3.7.

Zij A een F -vectorruimte en B een lineaire deelruimte van A.

(i) Bewijs dat er minstens één lineaire deelruimte C van A is met

de eigenschap
A=B+C, BncC-={0}.

(ii) Veronderstel dat zo'n C gekozen is. Toon aan dat elke vector
a € A op één en slechts é&n manier geschreven kan worden als

a=b+cmet be Benc e C.

Z2ij V een F -vectorruimte en A en B lineaire deelruimten van V.

Bewijs dat
dim]§A) + dimEJB) = dimIJAnB) + dlmIJA+B).

Beschouw in de IE_ de punten El’Ez'E , gegeven door de matrices

3 3

0
z 2 (o)
E3—(?/l.

Beschouw verder de deelverzameling

Vv=1{P + A0 | reR},
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waarin P en Q punten zijn gegeven door P = E1 + 2E2,

Q=2E +E,-E,.

a) Is V een lineaire deelruimte van ]EB?
b) Wat stelt V meetkundig voor? Probeer V te tekenen in E3.

c) De punten R en S uit E_ 2zijn gegeven door

3

= + - = - + .
R SE1 4E2 2E3, S El + 3E2 E3
Ga naof Re VensSelV.
d) Bepaal de l1-dimensionale lineaire deelruimte van E3 (dus de
rechte door 0, de oorsprong van het carthesisch assenstelsel),
die evenwijdig is aan V.

e) De voorstelling van V in (%) heet een vector-voorstelling van

V en de vector Q heet een richtingsvector van V.

Geef een vectorvoorstelling van de rechte W door het punt
D=-E + 3E2 + 2E3, die evenwijdig is aan de rechte {AT | AeR},
met T = E1 + 2E2 + E3. Wat is een richtingsvector van W?

f) Wat is de vectorvoorstelling van de rechte door de punten
A = E1 + 2E2 + 3E3, B = 2E1 - E3? (Aanwijzing: een richtings-
vector is de vector C = A - B).

g) Ga na dat de verzameling U = {R+AQ+uT | A,ueR} een vlak voor-
stelt en dat dit vlak het viak is door V evenwijdig aan W.

h) Zij nu een willekeurig punt van het vlak U gegeven door de

matrix

Bij dit punt horen zekere A en p uit IR zodat voldaan is aan

>4 5 2 1
AN TN
(;’) - (_;‘/ ANV AR VA

De codrdinaten x, y en z en de parameters XA en p voldoen dus

aan het stelsel van drie lineaire vergelijkingen
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i)

j)

k)

1)

m)

n)

o)
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]
|

=5+ 22 + y,
4 + X + 2y,
zZ==2 =X+ u.

=
i

Eliminatie van A en u geeft een (lineaire) vergelijking voor
X, Y en z. Stel deze vergelijking op. Deze vergelijking heet

de vergelijking van het vlak U.

Geef een vectorvoorstelling van het vlak M door de punten El’
E2’ E3. Geef ook de vergelijking van dit vlak.

Als een vlak N in de E3 gegeven wordt door de vergelijking
3x + 4y - z = 6, geef dan een vectorvoorstelling van dit vlak.
Wat is de vergelijking van het vlak evenwijdig aan N door O?

En die van het vlak evenwijdig aan N door het punt 2(E1+E +E3)?

2

Ligt de rechte met vectorvoorstelling {E;+) (2E,-E +2E3) | » e R}

in vlak N? Is deze rechte evenwijdig aan N of sni?dt hij N in
een punt?

Bepaal het snijpunt van V met N en dat van W met N.

Geef de vergelijking van het vlak F door de punten T en

4E, - 2E,, en evenwijdig aan de rechte {xP|XeR}.

Geef een vectorvoorstelling van G = {FnM}, G is de snijlijn van
de vlakken F en M. De vergelijkingen van F en M worden, als
stelsel, de vergelijkingen van de rechte G genoemd. ‘

Ga na dat de vergelijking van een vlak, op een faktor na, een-
duidig bepaald is. De vectorvoorstelling voor vlak en lijn zijn

niet eenduidig, evenals de vergelijkingen van een lijn.

Gegeven zijn in de E3 de punten A, B en.C, zodat het tupel

[a,B,C] een basis is voor E_. Gegeven zijn

3

het viak V = {A-B + A(A-2B+C) + u(A-C) | A,ueR},

het vlak w

de
a)
b)

{B-C + A(2a-B-3C) + p(A-2C) | A,ueR} en
rechte P = {B-A + A(A-B-C) | AeR}.

Stel een vectorvoorstelling op van de snijlijn van V en W.
Onderzoek of P de vlakken V en W snijdt. Indien P een vlak

snijdt, druk dan het snijpunt uit in A, B en C.
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§ II.4. Lineaire afbeeldingen

Ir.4.1 Laat zien dat de volgende afbeeldingen IR -lineair zijn.

a) ¢: ]R2 > ]R2 gedefinieerd door

o) - ()

b) ¢: R, > R gedefinieerd door

3

¢(;;> =.2x - 3y + z.

11.4.2 Ga na of de volgende afbeeldingen IR -lineair zijn.

a) ¢: R, > IR gedefinieerd door

2

b) ¢: ]R2 -+ IR, gedefinieerd door

3
x+1
X
) - ()
X+y
c) ¢: ]R3 > ]R2 gedefineerd door

G-()

I1.4.3 Laat ¢: R

5 - IR een R-lineaire afbeelding zijn met ¢(;) = 3 en

¢ 1) = -2. Laat zien dat ¢ hiermee volledig bepaald is en bepaal

¢ ;/ voor elke (;) € ]R2. Bepaal ook Ker(¢).

II.4.4 Als de R-lineaire afbeelding ¢: ]R3 -> IR3 bepaald wordt door

O-0 00 B0
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I1.4.6

I1.4.7

I1.4.8
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bepaal dan een basis van Ker(¢) en van Im(¢).
Als nog een tweede R -lineaire afbeelding y: ]R3 - IR3 gegeven
wordt door

/1 ~ 1 {O\ ~ 1\ O\ _ -1
Q)= - L)-(9)

bepaal dan Im(y°¢).

Voor welke reéle waarden van o is er een R -lineaire afbeelding

¢ : R, - R, met

N. A DR CA W AT AR
‘”(1)" ) "’a<‘;/‘\1/' WOV

Voor welke van deze waarden is ¢a volledig bepaald? Voor welke van

deze waarden is ¢a surjectief ?

Notatie: Z2ij V een F -vectorruimte en ¢ € MI?(V,V) (zie S II.4.34).
Onder ¢2 verstaan we het IF -lineaire endomorphisme ¢o¢$: V - V. Dus
¢2(x) = (¢°¢) (x) = ¢(¢p(x)). Analoog wordt onder ¢k, met k 2 2 ver-

staan

¢ oo o ...
1 V J
k keer

Van een F -lineair endomorphisme ¢ van een vectorruimte V is ge-
geven dat voor iedere x € V de vectoren ¢(x) en ¢2(x) lineair af-
hankelijk zijn.

Bewijs dat iedere x € V geschreven kan worden als x = u + v, met

u e Im(¢) en v € Ker(¢2).

Zij ¢ € M:IR (R,, R;) gedefinieerd door

x x-y+s+t
¢ z = x+2s~-t .
£ x+y+3s-3t

Vind een basis van Im(¢) en Ker (¢).
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I1.4.9 Vind een R-lineaire afbeelding ¢: ]R3 > IR4 zodat Im(¢) wordt

voortgebracht door

S ON -
|
-

IT.4.10 2Zij ¢: IRg - ]R; een R -lineair endomorphisme van ]R;
door ¢(1,0,0) = (1,2,1), ¢(0,1,0) = (2,2,1), ¢(0,0,1) = (0,-2,-1).

a) Bepaal ¢(1,1,1) en ¢(2,1,3).

, gegeven

b) Bepaal Ker(¢).

c) Bepaal Im(¢).
*

d) Bepaal alle x € IR3

die afgebeeld worden op de vector (2,2,1).

II.4.11 2ij ¢ € M]F (R,, R,). Bewijs dat
dim]R (Ker(¢)) = 2.

II.4.12 Laat V een F -vectorruimte zijn met basis [al,az,a3]. Zij W een
F -vectorruimte met basis [bi’bz""'bn]' met n = 4. Zij
¢ € M'F (V,W) gegeven door

¢(a1) =b ¢(a2) = Db, + 3b

2 30 ¢(ag) =b

1’ 4°

Bewijs dat Ker(¢) = {0} en dat dim_ (Im(¢)) = 3.

IT.4.13 Zij V een F -vectorruimte met basis [al,a ,a3]. Zij ¢: V> V een

2
F -lineair endomorphisme gegeven door

¢(a1) =a. ¢(a2) = a,, ¢(a3) = 2a1 + 3a2.

Voor welke )\1’}\2'>\
}\2,)\

?
e F geldt Alal + )\2a2 + )\3a3 € Ker(¢)?

?
e F geldt A a, + )‘2a2 + >\3a3 € Im(¢) 2

3
Voor welke A 3

1’ 1

I11.4.14 Zij V een F -vectorruimte met basis [al,az,a a4J. Zij ¢: V>V

3[
een F -lineaire afbeelding met

¢(a1) = a, d>(a2) =a, tay, ¢(a3) =a, +a

2 1 3r #lay) =ag +

+ la,.

+a2 3
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Bepaal voor elke A ¢ F een basis van Im(¢) en een basis van

Ker(¢) .

II1.4.15 V en W zijn F -vectorruimten, ¢ ¢ M(V,V) en ¢y € M(V,W). Bewijs dat
¢ een isomorphisme is dan en slechts dan als Ker(¢) = {0}. Geldt

een dergelijke uitspraak ook voor y?

1I.4.16 Zij V een n-dimensionale T -vectorruimte en ¢ € M]F‘ (V,V) waarvoor
geldt ¢2 = ¢ (¢ heet dan een projectie).
(1)  Bewijs dat Ker(¢) n Im(¢) = {O}.

(ii) Toon aan dat V = Ker(¢) + Im(9).

II1.4.17 U, V en W zijn F -vectorruimten, ¢ € M]F (V,W) en ¢ € M]F (wW,U).

Toon aan dat (zie voor de notatie V I.1.10)
¢ (Ker(ypeod)) = Ker(y) n Im(¢).

II.4.18 A is een R-lineaire vectorruimte. Van het endomorphisme
¢ € M]R (A,A) is gegeven, dat voor iedere vector x € A, met x # O,
het stelsel [x,¢(x)] lineair onafhankelijk is. Als ¢ = ¢ + idA’
bewijs dan dat voor x # 0 ook het stelsel [¢(x), ¥(x)] lineair on-
afhankelijk is.

I1.4.19 1In :IR3 is gegeven de verzameling V door

vV = {@) + A(?) /_é\ | 2u e R}

N 2

a) Ga na of V een lineaire deelruimte van :IR3 is.

b) Voor elk paar (o,B) is het R-lineaire endomorphisme ¢ van ]R3

gegeven door

1 -1 0 -1+28 0 2B
o ()= (1) o(2)- () o) - () -
6 3 -6 3 1 ‘o
Bepaal voor elk paar (a,B) een basis van V n Im(¢).

I1.4.20 Voor elke a € R definieren we ¢a € MJR (]R3, IR3) door
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(A N _ /%
Yoo/ T \o/" (1) - (o)

Verder is

(3

(i) Bepaal voor elke a dim]R (Ker(d)a)) .
(ii) Los ¢a(x) = a op voor elke a.

I1.4.21 1In de ]E2 kiezen we de basis [El,Ez], waarbij E:1 en E2 gegeven

zijn door de matrices

El = (é), respectievelijk Ez = <§)>

Men beschouwt de R -lineaire endomorphismen o,c en p met de volgen-
de werking:

O(El) = E,, 0(E2) =-E (draaiing van E, over im);

1 2
a(El) =E,, e(Ez) = E, (de identieke afbeelding J.dEZ);
p(El) = 2E1, p(Ez) = E2.

Bepaal de meetkundige betekenis van

(1) 03; (ii) 04; (iii) o + €; (iv) (p-€) o o o (p+€);

(v) 0°(p-€)2.

IT.4.22 V is een F -vectorruimte en ¢ e M (V,V); a, b en c zijn vectoren
uit V, alle ongelijk 0. Er is verdJFer gegeven dat ¢(a) = a,
$(b) = -b, ¢(c) = 0.
(1) Bewijs dat [a,b,c] een lineair onafhankelijk stelsel is.

(ii) Bereken ¢5(a+3b—2c) .

II1.4.23 V is een TF -vectorruimte en ¢ € MIF (v,v).
(1) Bewijs: Im(¢) < Ker(¢) dan en slechts dan als ¢2 = 0.
(ii) Geef een voorbeeld van een endomorphisme van IR, zddat

2
¢7€Oen¢2=0.

II.4.24 Zoek een ¢ € MIR (]R4, IR4) zédat dim]R (Im(¢)) = 2 en
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0\
Ker (¢) n Im(¢) = {X(_;) | rem}.
1

Bewijs dat dim_ (Im(¢2)) = 1.

F is de R -vectorruimte van polynomen van graad < 4:

F = {ao+a x+0 x2+a x3+a x4 aieﬁﬂ.

1

2 3 4

E is de deelverzameling van F bestaande uit de polynomen van F

waarvoor a, = O.

4

(i) Bewijs dat E een lineaire deelruimte van F is.

Definieer §: F >~ E en m: E > F door

= z ia xi'_1 m ( § a xi) = % L xi+1
i ! =g )

(ii) Toon aan dat § en m IR -lineaire afbeeldingen zijn.

(iii) Bepaal Ker(6§), Im(S8), Ker(m) en Im(mw).

(iv) Laat zien dat § o 7 = idE' maar dat m o § # idF,

¢ is een T -lineair endomorphisme van een I -vectorruimte V.

Toon aan:

(i) Ker(¢) < Ker(¢2).

(ii) Ker(¢)

Ker(¢2) dan en slechts dan als Ker(¢) n Im(¢) = {0}.

. . 3
V is een F -vectorruimte en ¢ € ME~(V,V) met ¢~ = ¢.

Toon aan:
(1) Ker (¢)
(ii) Im(¢)

(iii) Ker(¢)

n

Ker(¢2).

2 . 2
Im(¢”) = Ker (1dV -¢7).
Im(¢) = {0}.

(iv) Elke vector v € V is op één en slechts &é&n manier te

schrijven als v = u + w, met u € Im(¢), w € Ker(¢).

Zij [al,...,an] een basis voor een F -vectorruimte V, n 2 4.

We definieren ¢ € MI‘(V,V) door ¢(ai) = a,

¢(an) = 2an.

voor 1 < i < n en
i+1 1 i

(1) Bepaal Ker(¢k) voor k = 1,2,3.
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II.4.32
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en ¢3(y) = a

3
(iii) Bewijs dat ¢™ = 24",

(ii) Los op ¢2(x) = a 3°

Gegeven is een I -lineair endomorphisme ¢ van een TF -lineair
vectorruimte V zodanig dat ¢3 = idv. Stel b = a + ¢(a) + ¢2(a),
voor zekere a € V.

Toon aan dat

(i) ¢(b) = b.

(ii) Ker(¢) = {0}.

(iii) ¢(U) = U, als U = {A(3a-b) + u ¢(3a-b) | A,ueF}.

Zij o: R, > R een R-lineaire afbeelding. Zij a een (vaste) vec-
tor uit Ker(o).

Zij verder ¢: IRn > :IRn gedefinieerd door
$(x) = x - o(x)a.

(1) Bewijs dat ¢ een R-lineaire afbeelding is.
(ii) Bewijs dat Ker(¢) = {0}.

(iii) Bewijs dat

dimJR((Im(id]Rn -$)) < 1.

(iv) Bewijs dat ¢ een inverse heeft en dat ¢_1(x) = x + o(x)a.

Zij A een F -vectorruimte, B en C lineaire deelruimten van V met
de eigenschap A = B + C, B n C = {0}. (Zie V II.3.17). De af-
beelding ¢: A + A is gedefinieerd door de eigenschap, dat wanneer
a=b+cmetbeBenceC dan is ¢(a) = b.

(i) Bewijs dat ¢ een F -lineaire afbeelding is.

(ii) Bepaal Ker(¢).

(iii) Toon aan dat ¢~ = ¢.

zij ¢ € MR, R ) waarvoor geldt

¢—¢2=idm.
n

Toon aan dat ¢ een R -lineaire automorphisme van :IRn is.
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II1.4.33 Zij V een F -vectorruimte en ¢ € M(v,V) met de eigenschap ¢2 = ¢.
Veronderstel ¢ # idv. Toon aan dat ¢ geen F -lineair automorphisme

van V is.

§ II.5. Matrices en lineaire afbeeldingen

I1.5.1 Terminologie: Onder de standaardbasis van Iﬂl verstaan we het tupel

[e,e2,...,en], met

O O
O =0
[eNeNe]

O O

O O
=]

O v e

*
Analoog voor E‘f

II.5.2 Schrijf de vectoren

uit IR3

a) als vector van

2 1 0
=y 1) (), (O,
0 3 -1

b) als vector van

w8 (1), ().

3\

II1.5.3 Schrijf de vectoren
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1 0
1

2ol ) e ® tan, 1,0,1,00,01,1,0,0),
3 0

(0,0,0,1)1

als vectoren uit (]RZ, £(,2,1,2),(1,1,1,1),(0,1,0,0),(3,0,0,-1) 1) .

II1.5.4 De twee R -lineaire afbeeldingen

¢ = (R, [(i), (?)]) 3 (R,, [(’;). <§)].

b= (R, (1> ( )3) 5 (R,, [( ), (3)]

zijn gegeven door de matrices

SN

Bepaal voor elke vector (;) € IR, de beelden ¢(;> en w(;) Bepaal

2
vervolgens Ker(¢), Ker(y), Im(¢) en Im(y).

II.5.5 De R -lineaire afbeelding ¢ = (]R;, [(,2,2), (0,1,0), (0,0,-1)D) 2

(]R2, [(i), (?)J) is gegeven door de matrix

Bepaal de matrix B bij de R -lineaire afbeelding

o B o) (1)
3.¢ = (Rr,, [(0,1,0), (1,1,0), (0,0,-1)]) = (R, E(l),(O/]).

3’

Bepaal ook Ker(¢) en Ker(3.¢).

II.5.6 Beschouw de vector

€ (]R* £t(«,o,0,0),(1,1,0,0),(1,1,1,0),(1,1,1,1) ).

4’

|
O NW
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Bepaal een basis [vl,vz,v3,v4] van ]RZ, zodat v te schrijven is

als

(RS, I D
€ " vl,vz,x13,v4 .

O+ ON

Bepaal de matrices voor de afbeeldingen uit V II.4.1 a) en b).

Gebruik de standaardbases van R, R., R..

2" 73

Bepaal de matrix voor de afbeelding uit V II.4.3. Gebruik de
standaardbases van R en ]R2.

Bepaal de matrix voor de afbeelding uit V II.4.8. Gebruik de
standaardbases van ]R3 en ]R4.

Bepaal de matrix voor de afbeelding

¢ = (V,Eal,az,a3]) > (w,[b,b ,...,bn])

2
uit VvV II.4.12.

Bepaal de matrix voor de afbeelding
¢ = (V,[al,az,a3,a4]) > (V,[al,az,a3,a43)

uit vV II.4.14.

V en W zijn IF -vectorruimten met bases [al,az,a3], resp.
[bl'bz'b3'b4]' De F -lineaire afbeelding ¢: V + W wordt ten op-

zichte van deze bases gegeven door de matrix

1 -1 1
0 -1 -2

A=l 2 1 4 .
1 1 s

Bepaal de matrix A' in

- AI
¢ = (V,[al,a1+a2,a1+a3]) > (W,54,b3,b2,b1]).
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Bepaal voorts de beelden onder ¢ van de vectoren

\ o\
(2/ € (V,[al,az,a3]), (?/ € (V,[al,a

1+a2,a1+a3]).

Bepaal Ker(¢).

II.5.13 Bepaal het produkt van de volgende paren matrices
1 1
( 2 0o 1
o (o), (2.

Voot
1
b) (3\, (1,0,1).
1/

c) (1,-1,1,4),

[\S]

1 2 0
d) (0 1),

(3 2 ;>, (1 0 o\'

II.5.14 De R -lineaire afbeeldingen

-
|

_ a
(Vl[alra --,57]) -> (W,[bl,b ,..-,b6])

2’ 2

en

b 2 (e ,e,D)

<
I

= (W,[2b1,b2,..

zijn gegeven door de matrices

1 3 2 0 0 1 0
2 0 0 1 0 -1 4

A-| © 0 1 0 0 1 2 _ (2 0 6
3 2 0 1 0 -2 0 4 3
1 0 0 0 0 0 O
1 0 0 0 0 0 O

- O

O =

NN
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Bepaal de matrix C in
Cc
Yoo ¢ = (V,[ai,az,...,a7]) ¥ (U'[Ci’czj)'

Bepaal de matrices D en P voor de afbeeldingen

o
|

2 3 4, D 2 3
(F,[l,x,x ,X3,X ]) - [El(llxlx X ])

2 P 3 4
= (E,[1,x,x ,x3]) > (F,[l,x,xz,x ,x 1)

3
I

uit V II.4.25. Laat nog eens zien dat § o m = idE, maar dat

mo § # idF, door de matrices A en B in

3
o
o
|

4. A 3 4
(F,[l,x,xz,x3,x )y > (F,[l,x,xz,x x 1),

= (&, 01,xx%,D B (01,230

(=3
o

3
|

te berekenen.

Gegeven is de R -lineaire afbeelding

¢ = (R, [(i) (_f)]) 2 (=, [(é) (_f)])

o -1)
1 o/

Bepaal de matrices van

door de matrix A = (

02, o3, oY 2.4 + 62

ten opzichte van de basis waarmee ¢ in (*) is gedefinieerd. Be-

paal Ker(¢2+¢4).

V is de R -vectorruimte van polynomen van de graad < 2 en W de
R -vectorruimte van polynomen van de graad < 3. Zij verder
¢: V> W een R -lineaire afbeelding bepaald door

o(l4x) = X341, ¢(1-x) = 3xo+2x-1, 6(x2) = x+x°.

Bepaal de matrix A in

35

(%)
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o = (v,[1,14x, (140 2] 3 w,[1,x,x2,%°]).

II.5.18 Gegeven zijn de vectoren in de IR3

e ) () e-() a-()

z2ij U, V en W lineaire deelruimten van IR, opgespannen door de

3
tupels [a,b], [a,c] en [b,c]. Zij ¢ een R-lineair endomorphisme
van IR3 dat de lineaire deelruimten U, V en W.in zichzelf afbeeldt
(d.w.z. ¢(U) < U, $(V) €V, ¢(W) < W). Verder is

1
$(a) = (1)

1
Bepaal de matrix A in
o = (R, [e e ,e.]) B (R, [e e, ,e.])
3! 1’ 2’ 3 3' 1' 2! 3 4

waarin [ei,ez,e3] de standaardbasis van ]R3 is.

II.5.19 ¢ € M(]R4, ]R3) is gegeven door de matrix

(o1
l2 o 1 1)
M3 2 g

t.o.v. de standaardbases van R, en R_; V ¢ M(]R3, IR3) is gegeven

4 3
door

1 1 1 1 {O 0
() -G @)-0) dD)-0) rem
0 1} 1 2/ \1 1
Bepaal Ker(y°¢) en Im(yo¢) voor elke A € IR.

II.5.20 V is de F -vectorruimte van alle veeltermen van graad < 3. De

F -lineaire afbeelding ¢: V - V is gegeven door

2 3 2 3
¢>(a0+a1x+a2x +a3x ) = aox+a1x +a2x , ayragsaysag € F.
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(i) Bepaal de matrix A in
0 = V,[2,14x, 14x2, 1450 3 (v,[2,14x, 14x°, 14x°]) .

(ii) Bepaal Ker(¢3) en Im(¢2).

De R -lineaire afbeelding ¢}\: R, »> R, wordt gegeven door de

3 3
matrix
1 A+1 A
( 2 A+3 2)
-1 =A-1 -1

t.o.v. de standaardbasis van ]R3.
Bepaal voor iedere A ¢ R de dimensie van Im(cp)\) en bereken in die
gevallen, waarin de dimensie niet gelijk aan 3 is de kern en het

beeld van de afbeelding.

Gegeven zijn de matrices uit R

/o 0 1\ ( 1 -/3 o\ ( 1 0 /5\
A=-\1 0 o/, B=1{/3 1 o/, c=!t o0 -2 oj.
01 0 Yo o0 -2 .3 o0 1
Bereken voor all n ¢ IN: A3n+2, B6n en C6n.

Bepaal voor elke waarde van a € R de dimensie van de kern van de

afbeelding ¢a: IR4 -> ]R4 gegeven door de matrix

-1 0 o+3 \
0 0

2

0 o

1 1 a-1 1
a -0 0 a

t.o.v. de standaardbasis van ]R4.

Gegeven is de R -lineaire afbeelding ¢: R, - R._ door de matrix

3 3
0 1 1
- (5 1)
0 0 1
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t.o.v. de standaardbasis van ]R3.

de standaardbasis van ]R3.

Bepaal de matrix van ¢2n t.o.v.
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III. Lineaire endomorphismen

§ ITI.1.

III.1.1

III.1.2

III.1.3

IIT.1.4

Multilineaire functies

Gegeven zijn de afbeeldingen

a) f: (]R2)3 -+ R.
CRAWE: ) (v )
f£f[1 1), 11, 111 = - ;
Rep)r \e3)r \ya)? = 4111~ 22fa2

*
b) f: R - R,

4
f[(al,a2,u3,u4)] = Qg totoot
* 2
c) f: CR4 )T > R,

Y = -
) (Yl)] alazsl + alszyl a282Y2'

Ga na in welke gevallen f een multilineaire functie is.

Zij V een F -vectorruimte. Elke bilineaire functie f: V2 > F is

de som van een symmetrische (zie Def. S V.3.9) en een antisymme-

trische bilineaire functie. Bewijs dit.

Zij V een F -vectorruimte en f: V' > F een antisymmetrische
lineaire functie op V. Zij [al,az,...,an] een basis van V met

de eigenschap f[al,...,an] = 0. Bewij dat f identiek O is.

Kies in Eb drie vectoren P, Q en R, zeg gegeven door

() e 50

Zij o de hoek tussen de rechter PQ en PR, gemeten vanaf PQ in de

39
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III.1.5

III.1.6

§ ITI.2.

IIT.2.1

VRAAGSTUKKEN

richting tegen de klok in. Noteer |PQ| (resp. |PR[) voor de lengte

van het lijnstuk PQ (resp. PR). Dan is } |PQ PRI sin a de opper-

vlakte van A PQR. Definieer nu de afbeelding

£: CE2)3 > R

met

.

£[P,Q,R] = } |PQ|+|PR|*sin a.

Toon aan dat f een antisymmetrische trilineaire functie op Eb is.

2ij V en W F -vectorruimten, ¢: V > W een F -lineaire afbeelding
n . . : sos
en f: W -+ F een n-lineaire functie op W. Definieer g: Vs T

door
g[vl,...,vn] = f[¢(v1),...,¢(vn)].

a) Toon aan dat g een n-lineaire functie op V is.
b) Als bovendien gegeven is dat f antisymmetrische is, geldt dit

dan ook voor g?

. . . n . . .
Z2ij V een T -vectorruimte en f: V' - F een n-lineaire functie op
V. We noemen f alternerend als f(vl,...,vn) = 0 telkens wanneer
twee aangrenzende componenten gelijk zijn; d.w.z. telkens wanneer

er een index j < n bestaat zodat v, = v,
3j j+1

a) Bewijs dat een antisymmetrische multilineaire functie op een
vectorruimte V alternerend is.

b) Als f: Vn - F een alternerende n-lineaire functie op V is,
bewijs dan dat f[vl,...,vn] = 0 als v, = Vj’ i#3.

c) Ga na dat uit a) en b) volgt dat de begrippen alternerend

en antisymmetrisch equivalent zijn.

Determinanten

Zij V een n-dimensionale F -vectorruimte met basis [al,...,an3 en

$: V > V een F -lineair endomorphisme van V gegeven door een



III.2.2

III.2.3

III.2.4

III.2.5

VRAAGSTUKKEN

(nxn)-matrix A uit F volgens
o= (v,la al® v la al.
1717 "%n 1-71"°°°""n

Zij f: v? > F een antisymmetrische n-lineaire functie.

Toon aan dat
f[¢(v1),...,¢(vn)] = det(a) £ [vl,...,vn],

waarin [vl,...,vn] een willekeurig n-tupel uit V is.

s s : n
Zij V een T -vectorruimte en f: v > F en g: V. > T twee

anti-

41

symmetrische n-lineaire functies, beide niet identiek nul. Dan is

voor twee bases [a,,...,a ]l en [b,,...,b ] steeds
1 n 1 n

f[al,...,an] f[bl""'bn]

g[al,...,an] = g[bl""’bn]

.

Bewijs dit.

Bereken de determinant van de matrices

a) 3 =2) b) a-b a .
4 5) \a atb/)’
3 -1 =2 1 - 2
< (4 0 1) O (3 1 -2};
2 5 3 1 3
e) -4 1 0 1 £H)f1 0 -1 1
-2 0 21 o -1 2 1
0 2 -3 0 ! 1 0 -1 2/°
-7 2 0 2 2 1 -1 0
k k
Bepaal de waarde van k waarvoor det(4 2k> = 0.

B is de matrix

3 -1 1
630,
6 -6 4
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Bepaal de waarde(n) van A waarvoor det(B—AI3) = 0.

III.2.6 Bewijs dat

ag a 1\ bc a 1\
det (b2 b 1/ = (a-b) (b-c) (a-c) = det (ca b 1/ .
c c 1 ab c 1

IIT.2.7 'a) Ga na dat

X y 1
det (212 Yp i) =0,
o Yo

waarin XP'yP'xQ'YQ gegeven reéle getallen zijn, de vergelijking

van een rechte in E2 door de punten P en Q met E = \;P/ en
6 = (XQ\ voorstelt. P
YQ/

b) Toon aan dat de punten P, Q en R uit IE, met matrices resp.

2
3} [ 2) -4 ;
(_4>, \_2/ en (_10> op een rechte liggen.

c) Wat stelt (in Eﬁ) de vergelijking

/ X Yy z 1
X, Y z 1
det xl ! zl 1 =0
2 Y3 %
x3 y3 z3 1 /
- voor?

Hierin zijn XY, 12, gegeven reéle getallen (i = 1,2,3).

III.2.8 Toon aan

X Py Py Py 1
a; x 9 q, 1
det| a, a, x r, 1 = (x-al)(x—az)(x—a3) (x-a4).
a; a, 3 X 1
a; a; a; a, 1

Breid dit uit (nxn)-matrix.
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Zij f: N > R en g: N > R twee afbeeldingen. Van een (nxn) -
matrix (n22) is het algemene element aij = f(i)g(j). Bewijs dat
de determinant van de matrix gelijk aan O is. Beschouw eveneens het

geval waarin aij = £(i) + g(3).

De (nxn)-matrix An met elementen aij is gegeven door a = 2 cos ¢
aij =1 voor i-j = £ 1, terwijl de overige elementen van An gelijk
aan 0 zijn. Schrijf D_ = det(A ).

n n 2
a) Ga na dat D1 = 2 cos ¢, D2 =4 cos ¢ - 1.

b) Bewijs de recurrente betrekking

D = 2D cos ¢ - D

n n-1 n > 2.

n-2’'

Hieraan is ook voldaan voor n = 2 als we DO = 1 nemen.

c) Toon aan dat

_ sin(n+1)¢

n s sin ¢ ' n=20,1,2,... .

Bereken de determinant van de (nxn)-matrix met elementen aij' waar-
voor geldt aij =1 als i-j = 0, 1 of -1, terwijl de overige

elementen O zijn.

Van de (nxn)-matrix An zijn alle elementen 1 behalve:

Bereken det(An) voor alle n = 1.

Bes?houw de (nxn)-matrix V(xl,...,xn) met algemeen element aij =
= xi_l, waarin x; € ¢. V wordt de matrix van Vandermonde genoemd.
Trek de eerste rij van ieder der volgende rijen af en ontwikkel
daarna de determinant van de nieuwe matrix naar de eerste kolom
(waarvan alle elementen op het eerste na tot O gemaakt zijn).

Ga na dat

det(V(xl,xz,...,xn)) = (x2—x1)(x3—x1)...(xn—xl).

det(V(xz.x3,...,xn)).



44 VRAAGSTUKKEN

Dit proces kan op V(xz,...,xn), een (n-1) x (n-1) matrix met
a,. = x3_,, herhaald worden. Ga na dat ontstaat

ij i+1

det(V(xl,---,Xn)) = igj (xj—xi);

het symbool in het rechterlid betekent dat het produkt gevormd
wordt van alle termen xj-xi, met i < j, eni,j=1,2,...,n.

Uit het resultaat volgt dat de determinant van een Vandermonde
matrix V(xl,...,xn) dan en alleen dan gelijk aan O is, als onder

de getallen xl,xz,...,xn minstens 2 gelijke voorkomen.

III.2.14 De (nxn)-matrix A met elementen aij is gegeven door alj =3

(3=1,...,n), ail =1 (i=1,...,n), an—k,k+2

aij = 0 voor alle andere paren (i,j). Bereken det(a).

=1 (k=0,...,n-2) en

IIT.2.15 Zij A een (nxn)-matrix waarvoor A2-A+In = 0. Bewijs dat

det(A) # O.

III.2.16 Notatie: 2Zij [kl,...,kn] een n-tupel uit Eh (zie S IV.1.1).

De elementen kj kunnen dan gegeven worden door
o

13

k., = ’ a,. € T, i,j=1,...,n.

.
Q .
e
(.=}

nj

Onder det(kl'kz""’kn) verstaan we dan de determinant van

matrix

III.2.17 Zij [kl""'kn] een n-tupel uit T . Bewijs dat det(kl,...,kn) =0
dan en slechts dan als [kl""'kn] een lineair afhankelijk stelsel

is in F_.
n
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Het vorig vraagstuk behelst het volgende: als van een (nxn)-matrix
A de kolommen opgevat worden als elementen van IRn of Cn, dan
geldt det(A) = 0, dan en slechts dan als de kolommen een lineair
afhankelijk stelsel van ]Rn (of Cn) vormen. Een analoge uitspraak
geldt ook voor rijen. Ga dit na.

In IR4 zijn de lineair onafhankelijke vectoren a, b, c en d ge-

. geven met de eigenschap det(a,b,c,d) = 1. Bepaal de vectoren

X € ]R4, die voldoen aan het stelsel vergelijkingen

2,
-4.

det(a,b,c,x)
det(a,b,x,d)

Bereken de determinant van de (nxn)-matrix Hn, waarvan de elementen
aij gegeven worden door aij =1/(i+j), 1,3 =1,...,n. (Hn wordt

een Hilbert-matrix genoemd.)

§ III.3. Automorphismen en basistransformaties

IIT.3.1

I11.3.2

III.3.3

Zij [al,a ,a3] een basis van R, en ¢ een R-lineair endomorphisme

2
van IR3 gegeven door

3

A
¢ = (IR3: [61:a2,a3]) > (]R3, [al,a2,a3])

met
1 2 4
ae(o -1 3)
1 3 2
Ga na of ¢ een R -lineair automorphisme van ]R3 is.
Bereken de inverse (als deze bestaat) van de volgende matrices

G (D) ez -z )

3 2 4

Bepaal de matrix B in

-1 B
¢ = (:IR3, [al,az,a3]) > (IRB' [al,az,a3])
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voor de afbeelding ¢ uit Vv III.3.1.

III.3.4 Ga na voor welke waarde(n) van A het tupel

0 0

. een basis van :lR3 is.
I11.3.5 In een 3-dimensionale F -vectorruimte V zijn gegeven de vectoren
a, b en ¢ zodanig dat [a,b,c] een basis voor V is. Welke van de

volgende tupels is een basis voor V?

a) [a+b+c, a+2b, c-bl;

b) [11a-3b-c, -8a+2b+c, -10a+3b+c];
c) [6a+4b, a+c, -2b+3c];

d) [5a+4b, a+c, -2b+5c].

III.3.6 Gegeven in R, is de basis [a,b,c] en de vectoren X, Y en z ge-

3
geven door x = a+c, y = 2a-b+3c, z = 4a+3b+2c. Ga na of [x,y,z]

een basis is, en zo ja, schrijf dan a, b en c als een lineaire

combinatie van [x,y,z].

2 -1

1 2), e1 = (1,0), e

II1.3.7 Gegeven is: A = < = (0,1) en

2

* A *
$ = (]R2' [ellez]) > (]RZ’ [e1’e2])’

2e1 + 3e2, b2 = e1 + 2e2. Bepaal de matrices S en B, z& dat
B=s!asen

* *
¢ = (R}, [b),0,1) B (R}, [b,,b,]).

III.3.8 Zij A een (nxn)-matrix uit R van de vorm

(*) A = - B - ’ n =23, o #0, B#O.
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a) Bewijs dat A reqgulier is, dan en slechts dan als B regulier is.

b) 2Zij B equivalent met een (n-2)x(n-2)-matrix C. Bewijs dat A
equivalent is met de matrix A; die uit A in (x) ontstaat door
B te vervangen door C.

c) Bewijs, dat .als C equivalent is met een diagonaal-matrix, ook
A equivalent is met een diagonaalmatrix.

d) Als det(B) = b, welke waarden nemen dan det(Aa), det(Al) en
det(C) aan?

Wat is de algemene gedaante van een (2x2)-matrix A uit R, die de
eigenschap heeft, dat de enige matrix die met A equivalent is, A

zelf is?

Gegeven zijn de twee (nxn)-matrices A en B uit R, met A # On,

B # On (zie S v.1.27), AB = On' Toon aan dat A en B beide singu-
lier zijn. Geef voor n = 3 een voorbeeld van twee zulke matrices
A en B.

Beschouw de volgende bases in RB: [el,ez,e3], [fl,fz,f3], met

0

\
0 jr
1/

o
-
]
—
[eNe)
~-
<
[0]
N
1]
—
o

1 1
@ ar @) w0

a) Bepaal de matrices A en B in

id

A
(JR3, [el,ez,e3]) > (Ry, [fl,fz.f3]),

Y

ia
Ry

(Ry, [£,,5,,£,D) 3 (R, [e e ,e,]).

b) Ga na dat inderdaad A = B_l.

c) 2Zij ¢ een R -lineair endomorphisme van ]R3 gegeven door
¢ = (R (£,,£,£0 § (R, [£,,£,£.])
37 -71'72' 73 37 "717273

met
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Bepaal de matrix D in
¢ = (R,, [e,,e,,e.]) 2 (R,, [e,,e,,e,])
3! 1’ 2' 3 3! 1! 2' 3 L4
d) Bepaal de matrix E in
= E
¢ = (Ry, [el,ez,e3]) (R, [fl,fz,f3])
en de matrix F in
¢ = (R, [£,£,£.15 (R, [e,,e.,e.])
37571772073 37 -T17T2r T3

Zij ¢ een R-lineair endomorphisme van een drie dimensionale R-

vectorruimte V, gedefinieerd door
¢ = (V,[a,,a,,a.0) 3 (v,[b,,b,,b. 1)
’ 1! 2' 3 ’ 1' 2' 3 ’

waarin [al,az,a3] en [bl'bZ'b3] bases van V zijn en

A 0 =X
A = (1 A O), A e R.
0 1 1

a) Ga na voor welke A ¢ een R -lineair automorphisme van V is.
b) Bepaal voor alle \ waarvoor dit mogelijk is de matrix B in
¢t = (vl 0.0 B (v,a,,a,,a,0)
’ 1’ 2!3 4 1! 213 .

¢) Kies nu bij de basis [al,az,a3] het tupel [bl,bz,b3] volgens

1 0
wmgey = (), ()
1772773 3 1

Bewijs dat [bl’b2'b3] inderdaad een basis van V is.

1
’ (;) € (V,[al,az,a3]).
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Bepaal de matrix S (en Sul) zodat

: _ S
igq, = (v,[by,b,,b 1) 3 (v,[a,,a ,a;])

en

-1
iq, = (v,la ,a,,a,0 % (v,[b,b),b]).

e)

Zij v € V gegeven door v = Alal + A2a2 + A3a3 met Xi € IR.

Bepaal dan u, € R zodat

v = u1b1 + u2b2 + u3b3.

f) Kies nog twee tupels [cl,cz,c3] en [dl,dz,d3] met
() (o) (1)

CysCyiCy = \?/, <2/, (é/ € (V,[al,az,a3]),

2\
dl’d2’d3 = (éj

g)

¢ =

h)

2), (70
r (2)1 \0/ € (VI [b11b21b3]).

Ga na dat [ci,c ,c3] en [dl’dz’d3] bases van V zijn.

2

Bepaal de matrix M in

DY . a.]
(v, [C11c2lc3 ) (v, dl’dz' 3 ).

Kies daarbij in A A = -1.

Zij nu ¥ een R-lineair endomorphisme van V bepaald door

A
Y = (Vl[a11a2Ia3]) > (V,[al,az,a3]).

V=

Ga na dat er een X is zodat
D
(v,[£,,£,,£50) > (V,[£,£,,£,0)

met

49
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£.] t.o.v. de basis [a

Bepaal ook het tupel [fl,fz, 3 1,a2,a3].

III.3.13 Gegeven zijn de twee (2x2)-matrices uit €

. ig
A= (cos 6 -sine ): B = (e O_ie\

sin 8 cos6. 0 e )

waarin © een reé&l getal is. Toon aan dat A ~ B.

I11.3.14 2ij V een F -vectorruimte en zij ¢ en § twee F -lineaire endo-
morphismen van V. We vragen ons af: bestaan er bases [al,...,an]

en [b,,...,b ] van V zodat, als
1 n

v

<
|

= (V’[al""'an]) (V,[al,...,an]),

¥ o

<
|

- (V'[bll...'bn]) (Vr[bll---,bn])l
A = B. Bewijs dat er twee van die bases bestaan dan en slechts dan
als er een F -lineair automorphisme ¢ van V bestaat zodat y =
=g o ¢ o oL,

ITIr.3.15 Maak de vraagstukken V I.1.26 tot en met V I.1.32 nog eens met
behulp van de theorie uit § III.3. Zie ook V I.1.33.
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IV. Lineaire stelsels en vergelijkingen

§ IV.1. De rang van een matrix

Iv.1l.1 Bepaal de rang van de volgende matrices
a) 1 -2 2 O\ b) /1 1 2 3 =2
(2 -4 0 4/, \2 4 0 O —8),
0 0o 1 -1 0 -2 4 o6 4
c) 123456 7\ a) /-1 1 1\
(2 34567 8}, \ 3 2 1/.
3456789 7 3 9
Iv.1.2 Bepaal de rang van de volgende matrices voor verschillende waarden
van a
0 a a-1 1 a 0 0 O
0 1 0 a e 2 1 1 a
01 o0 1 "l2 1 oa :
a 2 3 -1 2 a 1 1

Iv.1.3 Als A en B (3x3)-matrices zijn uit F en r(A) = r(B) = 2, bewijs
dan dat AB # 03.

Iv.1.4 Als A en B twee (nxm)-matrices uit F zijn, bewijs dan dat
|r(a) - £(B)| < r(a+B) < r(d) + r(B).

Iv.1.5 Als A en B twee matrices zijn uit IF waarvan het produkt gevormd

kan worden, wat is er dan te zeggen over r(AB)?

Iv.1.6 A is een (3x3)-matrix uit F en B is dezelfde matrix met een extra
kolom toegevoegd. Is dan r(B) = r(A)? Zo ja, bewijs; zo neen,

geef een tegenvoorbeeld.
Iv.1.7 Als A ~ B, dan is r(A) = r(B). Bewijs !

Iv.1.8 Zij V en W twee R -vectorruimten met bases [al,az,a3,a4], resp.
[bl’bz’b3]; zij ¢: V > W een R-lineaire afbeelding gedefinieerd

door
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= (v, [ 1)) 3 (w, [b,,b. ,b. 1)
¢ = ’ al,az,a3,a4 ’ 17922703
met

2 -1 3 4
A= /—1 6 4 9\.
\'s 12 -2 -9/

Zij verder vl,v2,v3 vectoren uit V met

3 1\ /-2

210 5
Virvarv3 Tl -2 [\ s ¢ Wilajsayaza,D.

1/ \-3 0

a) Bepaal dan de rang van A.
b) Bepaal de dimensie van de lineaire deelruimte van V opge-
spannen door [Vl,vz,v3].

c) Bepaal de rang van het tupel [¢(v1),¢(v2),¢(v3)].

Iv.1.9 Als A een reguliere (nxn)-matrix is uit F en B een (mxn)-matrix
uit F, bewijs dan dat r(B) = r(BA). Een analoge uitspraak geldt

als B regulier is.

Iv.1.10 A en B zijn (nxn)-matrices uit F met r(A—In) = p en r(B—In) = q.

Toon aan dat r(AB-In) <p+gq.

Iv.1.11 Zijn U, V en W drie F -lineaire ruimten met bases [ul,...,un],
[vl,...,vm] en [wl,...,wk] en zijn ¢: U~ V en ¢: V > W twee F-

lineaire afbeeldingen met

<
I

A

(U,[ul,...,un]) > (V,[vl,...,vm)],
B

Y = (V,[vl,...,vm]) - (W’[wl""’wk])'

en is X = Ker(y) n Im(¢), dan is dimI,(X) = r(A) - r(BA). Bewijs

deze uitspraak.

Iv.1.12 A,B en C zijn 3 matrices uit F zodat het produkt ABC bestaat.
Bewijs dat r(AB) + r(BC) < r(B) + r(ABC).
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. 2
Iv.1.13 Als P en Q twee (nxn)-matrices zijn uit F, waarvoor geldt P~ = P,

PQ = QP = On' dan is r(P+Q) = r(P) + r(Q). Bewijs!

IVv.1.14 Als P en Q reguliere matrices zijn en A een matrix is zodat het

produkt PAQ bestaat, dan is r(PAQ) = r(A). Bewijs!

IV.1.15 Een (nxn)-matrix A uit F is regulier dan en slechts dan als

r(A) = n. Bewijs!

IV.1.16 Gegeven is een (mxn)-matrix A uit F. Beschouw alle reguliere vier-
kante submatrices die ontstaan door kolommen en/of rijen in A te
schrappen. Toon aan dat de rang van A gelijk is aan de rang van de

grootste reguliere submatrix van A.

IV.1.17 Gegeven zijn de F- vectorruimten V, W en U, met bases respectivelijk
[al,...,am], [bl""'bn] en [cl,...,cr], en de F- lineaire af-

beeldingen ¢: V -+~ W, y: W > U en de matrices A en B zodat

R
I

A
(V,[al,...,am]) - (w’[bl""’bn])’

+w

lll = (wl[bll"‘lbn]) (UI[Cll"'ICrJ)-

Voorts is gegeven dat Y surjectief is en dat ¢y o ¢ = 0. Toon aan

dat r(a) + r(B) < n.

IV.1.18 Gegeven zijn twee (nxn)-matrices A en B. Er geldt:

Zij r(B) = n-1. Bewijs dat r(A) < n.

§ IV.2. Homogene stelsels

Iv.2.1 Los de volgende homogene stelsels vergelijkingen op

I X, +2x. =0 b) 5x + 4y - 2z =

13x + 14y - 4z
-7x - 5y + 3z
11x + 13y 3z =

1
x
+
]

]

N
o o
1]
[eNeoNeoNe]
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Iv.2.2

Iv.2.3

Iv.2.4

Iv.2.5

IV.2.6

Iv.2.7

VRAAGSTUKKEN
) < + 2% =0 a) X, + x. + 2x3 + 3x4 - 2x5 =0
2 2x, + 4x -8x. =0
m2x + %y =0 - 2x% 4+ 4x, + 6x, + 4x° = 0
2%, + x5 =0 Xy T AX3 T Oxy 5
%y + X, = 0

Als A en B twee (nxn)-matrices uit F zijn en A ~ B, zijn dan de
oplossingsruimten van de door A en B geinduceerde homogene stelsels
gelijk aan elkaar? D.w.z. zijn de door A en B geinduceerde homo-

gene stelsels equivalent?
Zie Opgave S IV.2.12.

Zij A een (mxn)-matrix uit R en zij OS de oplossingsruimte van het
door A geinduceerde homogene stelsel S. In S komen m vergelijkin-
gen voor (in de onbekenden xi,...,xn). Stelsel S kan opgesplitst
worden in homogene stelsels Sl""'sm (elk bestaande uit één ver-
gelijking) met bijbehorende oplossingsruimte Osl,...,osm. Welk ver-
band is er tussen OS en 031,...,Osm?
Zij A een (mxn)-matrix uit F en V en W twee F- vectorruimten met
bases [al,...,an] en [bl""'bm]' Zij ¢ de F- lineaire afbeelding

gedefinieerd door
A
¢ = (v,la;,...,a D) > w,lby,...,b D).

Zij OS de oplossingsruimte van het door A geinduceerde homogene
stelsel S.
Is er verband tussen Ker(¢) en OS?

In welke geval is Ker(¢) = OS?

Gegeven is de matrix

= Oo0ONN

W e e

=N = O

=0 N

Ll R
.

Bepaal de dimensie van de oplossingsruimte OS van het homogene

stelsel met matrix A. Vergelijk Voorbeeld S IV.2.20.

Bepaal de oplossingen van het homogene stelsel
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a+3b+4c + d+3e =0

a+3b + 8+ 2d+5 =0
2a + 6b - 4c + 34 =0
l3a + 9b + 4d + 3e =0 .

Iv.2.8 Bewijs de omkering van S IV.2.9. D.w.z., bewijs de volgende uit-
spraak. Als S en S' twee equivalente homogene stelsels zijn van m
vergelijkingen in n onbekenden en A en A' zijn de matrices van N
en SI, dan kan A uit A' verkregen worden door toepassing van een
lineaire handeling op de rijen van A' (en evenzo kan A' uit A ver-

kregen worden) .

Iv.2.9 Zijn de volgende R- lineaire homogene stelsels equivalent? Zo ja,
schrijf dan elke vergelijking in elk stelsel als een lineaire com-—

binatie van de vergelijkingen in het andere stelsel.

X, - X
a) {2x1 + x2

b) {3x1 +x,=0
1 2

x1+x2—

o o
|
o

IV.2.10 Onderzoek de volgende stelsels zoals in het voorgaande vraagstuk.

-x, + x, + 4x =0 _
) {x +3x+ 8x; =0 b M R R
1 ¥ 3% 3 x, +3x2 = 0
éxl + x, +5/2x3 =0 2 3

§ IV.3. Lineaire stelsels

Iv.3.1 Als de (nxn)-matrix A uit F regulier is, dan heeft het F- lineaire

stelsel

&&n en slechts &én oplossing [al,...,an] met
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1]
b

Bewijs dit.

Iv.3.2 Maak opgave S IV.3.9.

Iv.3.3 Ga na voor welke a,b,c € R het volgende stelsel een oplossing

heeft
ax + ay + bz = 1
{ax + ¢cy + bz = 1
bx + by + az = 1

Iv.3.4 Gegeven is het stelsel

X 1

.1 1
A . . = 1

. 1

x5 1

met

a 0 b 0 0

0O a 0 b o
A= 0 0 a 0 b .

b 0 0 a 0

O b 0 0 a

a) Onderzoek voor welke reéle paren (a,b) dit stelsel precies
één oplossing heeft.
b) Ga na of het stelsel oplossingen heeft voor de andere reéle

paren (a,b).

Iv.3.5 Bepaal voor iedere waarde van a € R de oplossingen van het stelsel

AL (<) _ (2
2 T\
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met

Iv.3.6 Gegeven zijn de reéle getallen ays-eerd - Bepaal alle oplossingen

van het stelsel

waarin de elementen van de (nxn)-matrix A (met n > 0) gedefinieerd

zijn door aii =0, 1i=1,...,nen aij =1,1i#3,i,3=1,...,n.

Iv.3.7 a) Bewijs dat, als a, b, c verschillende getallen zijn, het stelsel

x + ay + a,z = 1
{x + by + bzz = 1
X + cy + cz = 1

&én en slechts één oplossing bezit en bepaal die oplossing.

b) Laat xo < x1 < x2 en yo,yl,y2 gegeven getallen zijn, en laat
P(x) = ag + a;x + ax waarin agra ra, nog onbekende getallen
zijn. We willen er voor zorgen dat P(xi) =Y i=0,1,2. Toon
aan dit aanleiding geeft tot een stelsel van 3 lineaire ver-

gelijkingen voor agragra, dat één en slechts &én oplossing bezit.

Iv.3.8 Is aan de vergelijking:
a . +a,x+ ... +tax =0
n

voldaan door n verschillende waarden van x, dan zijn de getallen

ao,al,...,an alle 0. Bewijs dit.
Iv.3.9 Beschouw in de E3 een willekeurig punt gegeven door de matrix

()

z
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(%)

(%x)

Iv.3.10

Iv.3.11
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In V II.3.19 is de vergelijking van een vlak, zeg V, in Ib gein-

troduceerd:
ax + by + cz = 4,

waarbij a,b,c en d gegeven reé&le getallen zijn. Beschouwt men ver-
gelijking (*) als een niet-homogeen lineair stelsel en lost men
dit stelsel op, dan kan men de oplossing in verband brengen met de
vectorvoorstelling van het vlak V. Ga dit na. Beschouwt men nog
een vlak W gegeven door de vergelijking ex + fy + gz = h dan kan
de verzameling van oplossingen van het niet-homogene lineaire stel-

sel

|
o))

ax + by + cz =
ex + fy + gz =

|
=2

in verband gebracht worden met de snijlijn van V en W. Ga na wat
het, meetkundig gezien, betekent als het stelsel (**) geen op-

lossing heeft.

In de E2 zijn twee rechten gegeven door de vergelijkingen

a,x, + blx + c1 =0

171 2

a2x1 + b2x2 + c, = 0.

Stel een nodige en voldoende voorwaarde op opdat de rechten &én
en slechts één punt gemeen hebben. Bereken in dat geval het snij-

punt.

In de Ib zijn drie rechten gegeven door de vergelijkingen

a,x, +b

1% ix2 + ci =0, i=1,2,3.

Toon aan dat de rechten door é&én punt gaan dan en slechts dan als

3 by ooy a b\
det a, b2 c, = 0, det (al blj # 0.
2 2
a b c
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V. Eigenwaarden

§ V.1. Eigenwaarden en eigenvectoren

v.1l.1 Beschouw de door de (3x3)-matrices

geinduceerde R -lineaire endomorphismen

(Ry, [el,ez,eBJ) (R, [el,ez,e3]),

Yo

UJ = (IR3I [el'ez'e3]) (]R3I [61,62,93]) .

Bepaal de eigenwaarden van ¢ en y en de bijbehorende eigenvectoren.

v.1.2 Zij A een (nxn)-matrix uit F met eigenwaarden )\1, ...,Ak en be-

schouw het door A geinduceerde F- lineaire endomorphisme
A
¢ = (]Rn, [ei, .. ,en]) > (]Rn, [el, eee ,en]) .

T .
a) 2ij ¢ het door A" geinduceerde F -lineaire endomorphisme

T
A
IP = (]Rnr [elr---,en]) > (]Rn, [el,...,en]).

Bewijs dat y en ¢ dezelfde eigenwaarden hebben. Hebben y en ¢
dezelfde eigenvectoren? Zo ja, bewijs, zo neen, geef een tegen-
voorbeeld.

b)' Bewijs dat oA, oaeF, de eigenwaarden a)\i, i=1,...,k heeft.

Wat is het verband tussen de eigenvectoren van ¢ en a¢?

c) Bewijs dat de matrix AP, pelN, de eigenwaarden Aip, i=1,...,k
heeft. Wat is het verband tussen de eigenvectoren van ¢ en q)p?

d) AlsA regulier is, dan heeft A_1 als eigenwaarden A;l,i =1,...,k.
‘Bewijs dit. Wat is het verband tussen eigeh\}e‘étorén-van de
automorphismen ¢ en ¢_1?

e) Bewijs dat A + O.In de eigenwaarden Ai + o heeft. Wat is het ver-

band tussen de eigenvectoren van ¢ en ¢ + oLidIR ?
n
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f) Als A2 = In dan kunnen slechts +1 en -1 als eigenwaarden van A

voorkomen. Bewijs dit.
V.1.3. Gegeven is de veelterm

n n-1
£(A) = 2 + a1A + eee 4+ an—ll + a s a, € F.

Beschouw de (nXn)-matrix uit TF

—a1 —a2 —a3 cee —an_1 -an
1 o0 ... 0 0
0o 1
A= (-y" 0o 0 1 ... o0 0 '
0 0 0 ... 1 0

Bewijs dat de karakteristieke veelterm van A gelijk is aan £()).

v.1.4 Gegeven is de matrix

en het door A geinduceerde R- lineaire endomorphisme
R, [ ] = R, [ ]
= ->
¢ ( 3! 61,62,63 ) ( 3’ 61,82,93 ).

a) Bereken de eigenwaarden van A.
b) Bewijs dat elke vector in Im(¢) een eigenvector van ¢ is.

c) Bereken A7.
vV.1.5 Z2ij V een TF- vectorruimte met basis [al,...,anJ. Zij ¢: V > V een
F- lineair endomorphisme van V en zij A de (nxn)-matrix uit € zodat

A
¢ = (V,[al,...,an]) - (V,[ai,...,anJ).
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Veronderstel dat AO een eigenwaarde van ¢ is en dat det(A—AIn) =

= (A—Ao)p g(A), waarin 1 < p £ n en g(A) een veelterm is van graad

n-p, g(AO) # 0. We noemen p de algebraische multipliciteit van A

0"
Veronderstel dat de eigenruimte van ¢ bij AO dimensie k heeft. We
noemen k de geometrische multipliciteit van AO'

Bewijs dat k < p.

Van een (nxn)-matrix A uit R is bekend dat r(A) = r < n.

a) Bewijs dat O een eigenwaarde van A is met algebraische multipli-
citeit niet kleiner dan n-r.
b) Geef een voorbeeld waaruit blijkt dat de algebraische multipli-

citeit groter is dan n-¥.

Gegeven is de (nxn)-matrix A uit R met als eigenschap

a1 - e . 0
, 0 a, :
A" =1} ° . L
. 0
o. . .0 a
n

met a, >0, i=1,...,n, a; ¥ a, voor alle i # j.
a) Bewijs dat (voor elke i, i = 1,...,n) precies één van de twee
getallen /E; en —/gi een eigenwaarde van A is.
b) Welke gedaante heeft A en hoeveel mogelijkheden zijn er voor
A?
De (nXn)-matrix An met elementen aij is gegeven door aii = a, aij:
=1voor i - j==1(i,j=1,...,n), terwijl de overige elementen van
An gelijk aan O zijn. Bepaal de eigenwaarden van An'

(Zie V I11.2.10).

Geef een voorbeeld van een IRR- lineair endomorphisme

(i) dat geen reéle eigenwaarden heeft,
(ii) dat twee gelijke reé&le eigenwaarden heeft,

(iii) dat twee verschillende reéle eigenwaarden heeft.
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V.1.10 De matrix

9 -12 0 0
A = -12 16 0 0
0 0 16 12
0 0 12 9

induceert het R -lineaire endomorphisme
. A
¢ = (Iultelle2le3le4j) > CR4,[e1,e2.e3,e4]).

Bepaal de eigenwaarden en eigenvectoren van ¢. Geef lineaire deel-

ruimten W van:lR4 zodat ¢ (W) < W.

V.1.11 Zij V een vectorruimte met basis [al,az,a3]. Zij ¢: V > V het
F -lineaire endomorphisme van V gegeven door ¢(a1) = -2a1 +a,,
¢(a2) = a, —2a2 + ag, ¢(a3) = a, ~2a3. Bepaal de eigenwaarden en

eigenvectoren van ¢.

V.1.12 Zij A, B en C de in V III.3.8 geintroduceerde matrices. Als
Al""'kn-Z reéle eigenwaarden van B zijn, wat zijn dan de reéle

eigenwaarden van A? Wat is Tr(A) en Tr(C) als Tr(B) = t?

V.1.13 a) Bepaal alle eigenwaarden van de matrix (6 is reéel)

,1+sin26 sinbcosb 0\
A = (sinecose 1+cosze 0] .
0 0 -1

b) Als V een F- vectorruimte is met basis [al,az,a3] en ¢: V>V

het F- lineaire endomorphisme gegeven door
¢ = (V,[al,a2,a3]) - (V,[al,az,a3]),
bepaal dan alle eigenvectoren van ¢.
c) Kan er een basis [bl’b2'b3] van V gekozen worden die geheel uit
eigenvectoren van ¢ bestaat?

d) Zo ja, bepaal de matrix B in

- B
% = (V,[bllbz,b3]) > (V,[bl,bz,b3]).
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a) Bepaal de eigenwaarden van de matrix
2
1

- (-
A s

N RIS

-1
2
-2
b) Als V een F- vectorruimte is met basis [al,az,a3] en als
$: V> V het F-lineair endomorphisme is gegeven door

¢ = (V,[al,a

,a3]) 2 (V,[al,a ,a3]),

2 2

bepaal dan alle eigenvectoren van ¢.

c) Vindt een bovendriehoeksmatrix B die equivalent is met A.

Van een (2x2)-matrix A uit R is gegeven:
Tr(A) = t, det(a) = 4.

a) Waaraan moeten t en d voldoen opdat A

(1) twee reéle gelijke eigenwaarden heeft?
(ii) twee verschillende reéle eigenwaarden heeft?

(iii) geen reéle eigenwaarden heeft?
b) Als A twee gelijke reéle eigenwaarden heeft, bepaal deze.

A is een (nxn)-matrix uit R, waarbij n even is. Bovendien is

det(A) < 0. Bewijs dat A twee redle eigenwaarden heeft.

Zij A een (nxn)-matrix uit F met n eigenwaarden Al,...,An in TF.

Bewijs dat c

1
An_l is in de karakteristieke veelterm van A.

= (—l)n_l(A1+X2+...+Xn), waarin c, de coefficient van

1

Z2ij A een (nxn)-matrix uit IR met n verschillende re&le eigenwaarden
Al,...,xn.
a) Bewijs dat er een reguliere (nXn)-matrix P uit R bestaat met

A* = p " D" p, k € N,

. . i ‘s k
waarin D een diagonaalmatrix is. Specificeer D nader. Ga na dat

(*) ook juist is voor k = -1, als alle Ai # 0.
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b) Zij voorts f(x) = aoxm+...+am een veelterm en f(A) de matrix
aOAm+"'+amIn' Bewijs dat £(A) = P.1 E P, waarin P de matrix is
uit a) en E een diagonaalmatrix is met diagonaalelementen f(xi),
i=1,...,n.

c) 2ij nu £(\) = ao}\n+...+an de karakteristieke veelterm van A. Be-

wijs dat £(A) = On.

Bepaal de eigenwaarden van de matrix

en ga na dat A equivalent is met een diagonaalmatrix D. Bepaal S in

a=s"!Dps. Toon aan dat A3 - 6a° + 11a - 61, = 0.

Z2ij A de (nxn)-matrix met elementen aij gedefinieerd door a,

i,i+1 © L

i=1,2,...,n~1, en aij = 0 voor andere paren (i,j).
a) Bewijs dat A nilpotent is.
b) Bepaal k € N waarvoor Ak_1 * On' Ak = On'
(We noemen het gehele getal k dat hieraan voldoet de index van

AL)

Zij A een (nxn)-matrix uit F met index k (zie V V.1.20). Zij V een

F- vectorruimte met basis [al,...,an] en zij
o= (V,la,,...,a D > (v,la,,...,a ]
r 1" ‘In ’ 1" 'In

het door A geinduceerde F- lineaire endomorphisme van V. Zij a zo-

danig dat ¢k_1(a) * 0.

a) Bewijs dat [a,¢(a),...,¢k_1(a)] een lineair onafhankelijk tupel
van V is.

b) Bewijs dat k < n.

Zij A de (6%6)-matrix

0 00 0 1 O
001 1 0 -1
a=| 00000 o0 |
0 00 00 O
0 01 0 0 -1
0 00 00 O
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a) Bewijs dat A nilpotent is.

b) Bepaal de index van A.

V is de vectorruimte van reéle veeltermen van de graad < 3. Zij

¢: V > V de afbeelding die elke veelterm afbeeldt op zijn afgeleide
(d.w.z. ¢(a+bx+cx2+dx3) = b + 2cx + 3dx2 voor elke element

a + bx + cx2 + dx3 e V).

a) Bewijs dat ¢ een R- lineaire afbeelding is.

b) Bepaal de matrix A in
3,, A 3
¢ = (V,[l,x,xz,x 1 > (V,[l,x,xz,x .

c) Toon aan dat A nilpotent is en bepaal de index van A.
d) Bepaal de eigenruimtes van ¢k, k=20,1,2,3 bij de eigenwaarden

van ¢k.

Zij A een (nxn)-matrix uit F =zodat Ak = On voor zeker k > n. Toon

aan dat An = On’

Zij [al,...,an] een basis van een - vectorruimte V en zij
¢: V > V het F- lineaire endomorphisme gedefinieerd door ¢(a1) =0,
¢(a2) = a3, ¢(a3) =aga; a32a2,...,¢(an) = aja; ...t

+ a , met aij e . Toon aan dat ¢ = O.

n,n—1an—1

Zij A een (nxn)-matrix uit F met eigenwaarden Al,...,kr, r < n.
Veronderstel dat van elke eigenwaarde de algebraische multipliciteit
gelijk is aan de geometrische multipliciteit. Bewijs dat A equiva-

lent is met een diagonaalmatrix.

Zij A en B twee (nxn)-matrices uit F. Toon aan dat AB en BA de-

zelfde eigenwaarden hebben.

Als A een reguliere (nxn)-matrix is uit F dan is de coefficient van
A in de karakteristieke veelterm van A gelijk aan

(—1)“'1|det(A) |Tr(A'1) . Bewijs dit.

A en B zijn (nXn)-matrices uit IF zodat AB = A en B heeft een eigen-

waarde A # 1. Toon aan dat r(A) < n.
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V.1.30 Zij V een IR-vectorruimte met basis [al,az,a a4]. Het IR- lineaire

1,2,3

’

endomorphisme ¢: V + V is bepaald door ¢(ai)3= a; +a; is=

en ¢(a4) = a,-

a) Bepaal de eigenwaarden en eigenvectoren van ¢.

b) 2ij ¢: V > V het R- lineaire endomorphisme van V gegeven door
Yy =9¢ - idv. Toon aan dat de matrix B in

B
Y = (V,[bl,b2,b3,b4]) > (V,[bl,b2,b3,b4])

voor elke basis [bl,bz,b3,b4] van V nilpotent is en bepaal de

index van B.

§ V.2. Complexe matrices

vV.2.1 Zij V een C-vectorruimte en (W,[al,...,an]) het reéle deel van
(V,[al,...,an3), waarin [al,...,an] een basis van V is. Zoals be-
kend is W ¢ V en zijn de dimensies van V en W gelijk. Verklaar

waarom toch niet V = W.

vV.2.2 Bepaal de rang van de matrix

en los het @-lineaire homogene stelsel op:

3?1 + 3122 + 3z3

+ (i--l)z2

%

(l—i)z1 + 2iz

]
o

3

v.2.3 Laten w1,W2,W3 de reéle delen zijn van de €-vectorruimten

(€3, [(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)1),
(€3, [(1,0,0), (0,1,0), (0,0,i)1),

(¢*

37 [(1+i,1-i,0), (0,1,i), (0,0,1)])
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*
en laten de C-lineaire endomorphismen ¢,y,T van C3 ten opzichte van

de basis [(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)] gegeven zijn door de matrices.

2 0 1 1 2 1+4i
B = (] 4 3), C = ((1+i)/2 -3i 2—1) .
2 A | 1 i

a) Bepaal W, n Wz, W

1 1 n W3, W2 n W3. .
b) Bepaal of ¢,y,7 reéle endomorphismen zijn van ¢3 ten opzichte
*
van de drie bovengenoemde bases van ¢3.

Zij W het reéle deel van de C-vectorruimte (C;, [(1+i,0,0), (0,1,0),
(0,0,1)1). Schrijf de vectoren (1,0,0), (i,i,1), (1+i,1+i,1) in de

vorm b + i c met b € W, c € W.

*

Zij de vector b € ¢4

gegeven door

b = (1+i,1+i,1-2i,3+i).

a) Wat is de complex geadjungeerde vector van b ten opzichte van

de basis

t¢,o,0,0), (0,1,0,0), (0,0,1,0), (0,0,0,1)].
b) 1Idem ten opzichte van de basis

t¢,o,0,0), (1,1,0,00, (1,1,1,0), (1,1,1,1)7.
c) Idem ten opzichte van de basis

£¢,o,0,0), (i,i,0,0), (1,1,1,0), (0,0,0,i)1].

*
Laten a en b twee vectoren uit ¢3 gegeven zijn door
a= (i,2,-i), b = (1+i,-2i,5).
Bepaal het hermitisch inproduct m(a,b) in

(¢§,[(1+i,i,0), (0,0,1), (0,1+2i,0)7)

en in
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(«z;, [1-i,-1,0), (0,0,-i), (0,1-2i,0)]).

Zie S V.2.15.

Zij

[
|
/N
[T
—
[\
]
——
O =
—

en zij m: €3 i C3 »> ¢ het hermitisch inproduct in (¢3,[a1,a2,a3]).

Bepaal een element x ¢ ¢3 dat voldoet aan de drie betrekkingen

m (bl,x) =i, n(b2+a1+b3,x) =0, n(a1+a2+b1,x) =1;
alsmede het element y ¢ C3 dat voldoet aan
n(y,bl) =i, ﬁ(y,b2+a1+b3) =0, n(y,a1+a2+b1) = 1.

Bewijs:

a) AB = 2B, waarin A en B (nxn) -matrices uit € zijn.

b) (AB)H = BHAH, waarin A en B (nxn)-matrices uit @ zijn.

c) Als A een hermitische (nxn)-matrix uit € is en Q een wille-
keurige (nxn)-matrix uit €, dan is QHAQ weer hermitisch.

d) Alle eigenwaarden van de matrix

4 32-i 14+61\
(32+i 97 29+4i}
14-6i 29-4i 111

zijn reéel.

Zij [el,...,en] de standaardbasis van cn enm: € I ¢n - € het her-

n
mitisch inproduct in (cn,[el,...,en]). Zij a een vaste vector in Cn,
a0, a-= a1e1+...+anen.

Z2ij de afbeelding ¢: cn > cn gegeven door
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$(x) = x + m(a,x)a.

a) Bewijs dat ¢ een C-lineaire afbeelding is.

b) Bepaal de matrix A in
A
o = (¢n,[e1,...,en]) — (Cn,[el,...,en]).

c) Bewijs dat A hermitisch is.

d) Bepaal Ker(¢).

e) Bewijs dat a een eigenvector is van ¢ en bepaal de correspon-
derende eigenwaarde.

f) Bewijs dat A = 1 een eigenwaarde van ¢ is en bewijs dat er bij

deze eigenwaarde precies n-1 onafhankelijke eigenvectoren zijn.

§ V.3. Reéle matrices en inwendige producten

v.3.1 Voor elk tweetal vectoren a en b uit R3 noteren we <a,b> voor het

inwendig product in CR3,[e1,e2,e3]).
a) Bepaal twee lineair onafhankelijke x,y € I% zodat < u,x > =0,
<u,y>=0metu=e, +e, +e,.

1 2 3
b) Toon aan dat het tupel [u,x,y] lineair onafhankelijk is.

v.3.2 Zie opgave S V.3.8.

v.3.3 Laat u = (El) eiRz, v = <:1> € RQ. Bepaal in welke van de volgende
gevallen ¢: JR2 I ]R2 + IR €een bilineaire functie is. Welke biline-
aire functie is symmetrisch? Welke is anti-symmetrisch?

a) ¢(u,v) = 2u1v2 - 3u2v1
b) ¢(u,v) = u, + vy
c) ¢(u,v) = 3u2v2

da) ¢(u,v) =u v, - u
e) ¢(u,v) =u u, +v,v,
£) ¢(u,v) =1

g) ¢(u,v) =0

h) ¢(u,v) = u,v, + u2v2.

v.3.4 Stel voor de functies ¢ uit a, c, d, h van V V.3.3 de matrix op die

voorkomt in de notatie
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a
¢ = (]Rl’ [ellezj) I (]R2, [el,e2]) — R

€N ga nog eens via de matrix na of ¢ symmetrisch is.

Gegeven is de functie ¢: R, I R, — R gedefinieerd door

2 2

¢(x,y) = 3x1y1 - 2x1y2 + 4x2y2 voor alle

X Yy
x=(1),y=(1>eJR2.
) )

a) Bewijs dat ¢ een bilineair functie op JR2

b) Bepaal de matrix A en B in
A
¢ = (]R2, [al,az] I (Rl' [al,azj) — R,
= (R, [b,,b.] T (b,,b, 1) >
¢ = 21 11 2 (R2r 11 2 ]R'I
c) Bepaal de matrix S in

X _ S
ldmz = (R2, [31,52]) g (]Rzl [b11b2])

T
en ga na dat A = S'BS.

Zie opgave S V.3.20.

Laat ¢ een bilineaire functie zijn op de F- vectorruimte V met

bases [al,...,an] en [bl,...,bn] en laat A

,la,oeipa D I (V,la,,...,a ) 2
n 1 n

-
I

Y w

-
|

(V,[bl,...,bn]) I (V,[bl,...,bn])
Zij verder de matrix S gegeven door

X S

ldv = (Vl[all---lan]) > (Vl[bll---lbn])-

Bewijs dat A = STBS.

R,

en B matrices zijn zodat
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V.3.8 Voor x, y € R, stelt < x,y > het inwendig product voor in

3
(]R3, [el,ez,e3]); a en b zijn vectoren in ]R3.

a) Als voor alle x € ]R3 geldt < a,x > = < b,x >, dan is a = b.
Toon dit aan.

b) Definieer de functie ¢: ]R3 I ]R3 > R door ¢(x,y) =
= < a,x > < b,y >. Waaraan moeten a en b voldoen opdat ¢ een sym-
metrische bilineaire functie op R3 is?

v.3.9 Zij r = e, + 2e2 + 2e3 € ]R3 en ¢: ]R3 > IR3 de R- lineaire af-

beelding gegeven door
1
$(x) = _9'< X,r > r,

waarin < > het inwendig product in (]R3, [el,ez,e3]) is.

a) Toon aan dat ¢2 = ¢.
b) Bepaal de eigenwaarden van ¢ en de bijbehorende eigenvectoren.

c) Bepaal de matrix A in
A
¢ = (Ry, [eg e D) > (Ry, le;,e,.e D).

v.3.10 2Zij V een 3-dimensionale R- vectorruimte met basis [al,az,a3]. Be-
schouw de functie ¢: VI V > R, die als volgt gedefinieerd is: Als

X, Yy € V, zeg:

X = x,a, + x,a

121 2 + x.,a

2 373’

~
1]

Y18y * Y3 * Y33,
dan is per definitie
o (x,y) = +1 PR T + + 24 + ix
Xi¥) = Xyt 3 XYy b g Xg¥y ¥ XY, b3 Xyt 2a¥3
a) Is ¢ een bilineaire functie op V?
b) 1Is ¢ een symmetrische bilineaire functie?

c) 1Is ¢ een positief definiete functie?

d) Bepaal de matrix A in
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a
¢ = (v, [a1,a2,a3]) o (v, [al,az,a3]) - R.

e) Bepaal A_l.
f) Wat is de door A-l geinduceerde bilineaire functie Y (t.o.v. de
basis [al,az,a3J)?

g) Ga na of ¥ symmetrisch en/of positief definiet is.

V.3.11 Zie S V.3.23. Ga na of [al,az,a3J een orthogonaal 3-tupel is in

(V'[b1'b2'b3]) en in (V,[al,az,a33).
V.3.12 zie opgave S V.3.25.

V.3.13 2ij V een 3-dimensionale R- vectorruimte met basis [al,az,a3]. Zij

b1 = a1 - 5a2 + 2a3,
b2 = 2a1 - a3,
b3 = a1 + a2 + 2a3.

a) 1Is [bl'b2’b3] een orthogonaal 3-tupel in (V,[al,az,a3])?

b) 1Is [al,a2,a33 een orthogonaal 3-tupel in (V,[bl,bz,b3])?

c) Bepaal getallen Al,Az,AB zodat [Aibl,Azbz,A3b3]) een orthonormaal
3-tupel in (V,[al,az,a3]) is.

V.3.14 Beschouw in R3 de basis [al,az,a3] met

a, = e, + ey, a, = -8, -e,, a; = e,.

(i) Ga na of de volgende tupels orthogonaal zijn in CR3,[a1,a2,a3]).
a) [al,az,a3].
b) [al,az,a1+a3].
c) [—e2+e3, 2e1+e2+e3].
d) [e1+2e3, ey —ey —e2].
(ii)Beschouw de orthogonale 2-tupels in CRB,[al,a2,a3]):

[—el—e2+e3, —e1—e2-e3] en [e1—3e2+4e3,7e1+4e2+3e3].

Vul deze 2-tupels aan tot orthogonale 3-tupels van

(ZIR3, [al,az,a3]) .
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Gegeven is de lineaire deelruimte
v = {Aa + ub|A,u eR}

van ]R3 met a = e, + eq, b = e, - e;. Zij verder gegeven de vector

4= 3e1.
a) Ga na dat d ¢ V.

b) Bepaal een vector ¢ € R zodat < ¢,v > = 0 voor elke v € V;

v
< > is het inwendig progict in (Ra,[el,ez,e3j).

c) Ga na dat [a,b,c] een basis voor ]R3 is en bepaal A, yu en v zo-
dat d = Aa + uyb + vc. Noem x = la + pb, met de gevonden XA en u.

d) Toon aan dat x het element van V is waarvoor ” x -d H minimaal

is; hierin is || v H de norm van de vector v in (R3, [el,ez,e3]) .
Beschouw het lineaire stelsel vergelijkingen

X +y =3
S: {x + 2z =0

y -z =0.

a) Ga na dat dit stelsel geen oplossing heeft.
b) Beschouw nu de R- lineaire afbeelding
[ n 3 [ ]
= >

o (IIR3, ey18,085 ) (R3, eyre,rey )

waarin A de matrix van het lineaire stelsel S is.

Bepaal Im(¢) en Ker(¢). Merk op dat Im(¢) = V, V uit V V.3.15.
c) Bepaal een tupel [a1,a2,a3] dat "zo goed mogelijk" voldoet aan

het stelsel S; "zo goed mogelijk" in de zin dat het tupel 26

gekozen wordt dat

a
1
” A (22) -
3
minimaal is; hierin is || || de norm in (R, [el,ez,e3]).

Is er één zo'n tupel?

d) Ga het verband na met V V.3.15.
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v.3.18

v.3.19

v.3.20

v.3.21

v.3.22
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Beschouw in R, de vectoren b, = %{2e1+2e = %{2e

4 1 2 2
Zij < > het inwendig product in (E%, [el,ez,e3,e4]).
a) Ga na dat [bi,bz] orthonormaal is in (R ,[el,e2,e3,e4D.

-e3) en b -2e2+e4).

1

4
b) Breid het tupel [bl'b2] uit tot een orthonormale basis

[bl,bz,b3,b4] van CR4,[e1,e2,e3,e4]).

Zij V een R-vectorruimte V met basis [al,...,an] en < > en |||| het
inwendig product, respectievelijk de norm in (V,[al,...,an]). Be-
wijs, als x en y elementen van V zijn, dat
a) ]Ix H2 + ||y H2 = ]|x + yH2 dan en slechts dan als < x,y > = 0;
B llxr vy l1®+ lx -yl = 2lx 1+ 2 |y |12
c) zijae Reny#0; |[[x -0y || is minimaal voor a =

=< X,y >/||y||2; voor deze a is < x-ay,y > = O.
Geef een geometrische interpretatie van de beweringen in a), b) en

c).

Z2ij V een R-vectorruimte met basis [al,...,an] en W een lineaire
deelruimte van V. Zij < > het inwendig product in (V,[al,...,an]).
Bewijs dat er een R- lineaire deelruimte U van V bestaat met de
volgende eigenschappen:

a) Unw-= {0};

b) V =U + W (voor deze notatie zie V II.3.14);

c) voor elk paar (u,w) met u e U, w e W is < u,w > = 0.

U wordt wel het orthogonale complement van W in (V,[al,...,an])

genocemd. Notatie: U = Wl (spreek uit: W-loodrecht), m.a.w.

wh o= {w|w e V, < w,u> =0 voor alle u € W}.

a) Bewijs dat de verzameling Wl uit V V.3.19 een lineaire deel-
ruimte is van V.
b) Bewijs voorts dat W = (Wl)l.

Zij W de lineaire deelruimte van 3{4 opgespannen door het tupel

[b,,b,] uit V v.3.17. Bepaal w'.

Beschouw het R- lineaire endomorphisme ¢: ]R3 > ]R3 gegeven door

A
¢ = (Ry, Eel,ez,e3]) > (Ry, [el,ez.e3])
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met
1 V2 -1 -2
A={0 V2 -2
0o /2 -2

a) Bewijs dat ¢ een orthonormaal endomorphisme is van

2,(-)1+e2+e3]) maar niet van (R3

b) Bewijs dat A equivalent is met een orthonormale matrix B.

(JR3, [el,e1+e , [el,e2,e3]).

-1
c) Geef een reguliere matrix S, zodat S AS een orthonormale

matrix is.

V.3.23 Zij V een F- vectorruimte met basis [al,. ..,an]. Zij ¢: V > V een
F- lineair endomorphisme van V en A een (nxn)-matrix uit F, zodat

geldt
A
¢ = (V,[al,...,an] > (V,[al,...,an]).

Stel, er is een basis [bl""'bn] van V, zodat ¢ een orthonormaal

endomorphisme is van (V,[bl,...,bn]) . Toon aan dat |det(A)| = 1.

v.3.24 1In IR2 zijn gegeven de vectoren

b= () v,- ()

1 7)’ 2 \2/)°

a) Geef een basis [al,azl (met al*bl,a24=b2) voor R,, zodat
[bl,bz] een orthogonaal tupel is in (]R2’ [al,az]).
b) Geef een basis [al,az] (met al*bl,az*bz) voor ]RZ’ zodat [bl,bzl

een orthonormaal tupel is in (R,, [al,az]) .

V.3.25 Gegeven is de bilineaire functie ¢ op ]R3 gegeven door
= (R, [ Hnon(r, L[ )] 5 r
¢ = (R, leyseyiey 37 181188

met
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a) Bewijs dat ¢ een positief definiete symmetrische bilineaire
functie is.

b) Geef de matrix B in
[ In [ 3
¢ = (]R3I a1Ia21a3 (]R3I a1’a2’a3 ) > R

meta1=e1, a2=£e1+e2,a =e, -e

3 1 3°
V.3.26 Beschouw in IR4 de vectoren
a=e1+e3, b=e1+e2+ £e3
(i) Schrijf b in de vorm b = b1 + bz, waarbij b1 = o, (ale]R) en

[bz,a] een orthogonaal tupel van (R,, [e,,e, +e +e

qr Lepre e e teytey,

e1+e2+e3+e4]) is.

(ii) Schrljf b in de vorm b = b1 + b2, waarbij b1 = a a(a eR) en
[b ral] een orthogonaal tupel van (R, [el,ez,e3,e 1) is.

(iii) Geef een basis [cl,cz,c3,c4] van R zodat [a,b] een ortho-

4’

gonaal tupel in (]R4, [cl,cz,c3,c4]) is.

V.3.27 Zie opgave S V.3.45.

V.3.28 Zie opgave S V.3.46.

V.3.29 (i) Beschouw in :IR4 de basis [bl,bz,b3,b4] gegeven door
b1=e1+e2+e3+e4 b2=e1+e2+e3, b3=e1+e2,
b4 = e4.

Zoek een basis [al,az,a3,a4] voor ]R4 die orthonormaal is in

(JR4, [el,ez,e3,e4]) , zodat de respectievelijke tupels
[bl-]l [b1Ib2]I [bllb2]I [b11b21b3]r [b11b21b3lb4]
dezelfde lineaire deelruimten opspannen als de tupels

[a1], [al,a2], [al,az,a3J, [al,az,a3,a4] .
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(ii) Dezelfde vraag als b1 = ey b2 =e + ey, b3 = e +t e, + e3s

b4 =& + e, + e, + e,-

v.3.30 Beschouw het R- lineaire endomorphisme ¢: ]R3-> 1R3 dat gegeven

wordt door

pep =2 + 272,
tley) =2 VZ e + ey,
¢(e3) = -e;.
(1) Bepaal de eigenwaarden en eigenvectoren van ¢.

(ii) Kies drie eigenvectoren van ¢, zeg [bl'bz’b3]’ zodat
[bl’b2’b3] een orthonormale basis is van (Bg,[el,ez,e3]).
(iii) Geef een diagonaalmatrix D die equivalent is met de matrix A

gedefinieerd door
] 2 ]
¢ = (]R3l [61,82,63 ) > (]R3r [elle21e3 ).

-1
(iv) Geef een reguliere matrix S zodat D = S AS.

(v) Bewijs dat S orthonormaal is.

V.3.31 Beschouw de symmetrische (3x3)-matrices

5/ L3 o0 50/49 O 4Y3/49
a=| 3 74 o0 |, B = 0 i ) .
0 0 3 4/3/49 0 97/49

Bepaal orthonormale (3x3)-matrices S en T zodat

s'as en TeT!

diagonaalmatrices zijn.
V.3.32 Beschouw de symmetrische (3%3)-matrices

3 =2 0 9 -6 2\
A= (—2 2 —2), B = (—6 8 -4/ .
0 -2 1 2 -4 4
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Bepaal orthonormale (3x3)-matrices S en T zodat

s 'as en TeI !

diagonaalmatrices zijn.

V.3.33 (i) 2ij n een oneven natuurlijk getal. Zij A een orthonormale
(nxn)-matrix met det(A) = 1. Bewijs dat A de eigenwaarde 1
heeft.

(ii) Het endomorphisme ¢: ]R3—> ]R3 wordt gegeven door

¢ (e)) W2 e + 32 ey

< ¢(e2) = —92

I
[
)
(0]

¢(e3) =

.

Geef een vector a € ]R3 die voldoet aan ¢(a) = a.

V.3.34 2Zij V een TF -vectorruimte met basis [al,...,an]. Zij < > het in-
wendig product in (V,[al,...,an]) . 2ij ¢: VI V> F een symmetrische

bilineaire functie op V en A een (nxn)-matrix uit R, zodat geldt
A
¢ = (V,[al,...,an]) I (V,[al,...,an]) +> R.

Dan geldt: ¢ is positief definiet, dan en slechts dan als alle

eigenwaarden van A positief zijn.

V.3.35 Onderzoek of de volgende bilineaire functies op R. positief defi-

3
niet zijn:

{:1 yl
(i) ¢(\x§) (yg) ) = 3x1y1 - 2x1y2 - 2x2y1 + 2x2y2 - 2x2y3 -
. - 2x3y2 + X3Y3-
SAWCA
(ii) ¢((x§/’ (yi/ ) = 9x1y1 - 6x1y2 + 2x1y3 - 6x2y1 + 8x2y2 -
- 4x, y, + 2x.y, - 4x.y, + 4x.y..
243 341 342 343
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1y 21
(iii) o ¢( ) Yoy = x v, + XV, + X,¥,-
x3/" \v3 1Yy F ¥¥p * X3¥3

V.3.36 Onderzoek van de volgende bilineaire functies ¢ op Iys of zij sym-
metrisch en positief definiet zijn. Zo ja, bepaal een basis
(b,,b

b3] voor IR zodat deze symmetrische positief definiete

2’ 3’
functie het inwendig product is in (V,[bl,bz,b3]).

*1 ¥y

%) (¥5)) -
¢(<X§) (yg/)

+ 3x

(1) 3xyyy + 2%y, = XV ¥y ¥ X¥3 T Xg¥y ¥ X3V, + 3X3vy,
(ii) 3x1y1 + xly2 - xly3 + x2y1 + 3x2y2 + x2y3 - x3y1 + x3y2 +
+ 3x3y3 .

V.3.37 2Zij V een R -vectorruimte met basis [al,...,an]. Zij A een (nxn)-

matrix en ¢: V > V het R-lineaire endomorphisme, zodat geldt
¢ = (v,[a ..0a_]d) 5 (v,la a1
’ 1I‘ .7 n r 1" ’ln
.. T . . . .
Zij ¢ : V> V het R-lineaire endomorphisme gedefineerd door
T

T A
¢ = (V,[al,...,an]) - (V,[al,...,an]).

Zij < > het inwendig product in (V,[a;,...,a ).

(i) Bewijs dat voor ieder tweetal vectoren c, d € V geldt:
T
<¢{e), d>=<c, ¢(d) >.
(ii) Bewijs dat voor ieder tweetal vectoren x, y € V geldt
T
<9 o dx), ¥y > =< d(x), ¢(y) >.
(iii) Ga na of de bilineaire functie o: V II V - IR gegeven door

T
AA
o = (V,[al,...,an]) i (V,[al,...,an]) + R
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v.3.38

V.3.39

V.3.40

v.3.41

v.3.42

V.3.43

V.3.44
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positief definiet is.
T
(iv) Toon aan dat de eigenwaarden van de matrix A A redel en niet-

negatief zijn.

Definitie: Zij V een R -vectorruimte met basis [al,...,an] en zij
< > het inwendig product in (V,[al,...,an]). Een IR- lineair endo-

morphisme ¢: V - V heet symmetrisch als
< ¢(c), d>=<¢c, ¢(@) >

voor ieder tweetal vectoren c, d € V.

Zij V een R -vectorruimte met basis [al,...,an]. Zij A een (nxn)-
matrix uit R en zij ¢: V >~ V het R-lineair endomorphisme gegeven

door

_ a
¢ = (V,[al,...,an]) > (V,[al,...,an]).

n

Zij < > het inwendig product in (V,[al,...,a ]1). Bewijs dat ¢ sym-
metrisch is dan en slechts dan als A symmetrisch is.

Toon aan dat een R -lineair endomorphisme ¢: V + V symmetrisch is

T

dan en slechts dan als ¢ = ¢~ (waar ¢T in V v.3.37 is gegeven).

Zie opgaven S V.3.41 en S V.3.42. Ga ook na dat uit de bewering van
S V.3.42 volgt dat || ¢(a) || = || a || voor elke a € Vv, als Il ae

norm in (V,[al,...,an]) is.

Toon aan dat de eigenwaarden van een orthonormale (nxn)-matrix uit
R voldoen aan [A[ = 1; als A bovendien symmetrisch is toon dan aan

dat A = + 1.

Gegeven is een (nxn)-matrix A uit R. Vat de kolommen k ,...kn van

1
A op als elementen uit CRn,[el,...,en]). Bewijs dat A orthonormaal
is dan en slechts dan als [kl,...,kn] een orthonormaal tupel in

(I%ﬁ [el,...,en]) is. Analoog voor rijen.

Zij ¢: :IR3 > ]R3 het R- lineaire endomorphisme gegeven door

¢(x) = <a,x >b - <Db,x > a,
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waarin < > het inwendig product in (R., [el,ez,e3]) is en [a,b,c]

3
een orthonormaal tupel is in CR3,[e1,e2,e3]).
(i) Ga na of ¢ een symmetrisch endomorphisme is.

(ii) Bepaal de matrix A in
A
¢ = (Ry, [a,b,c]) > (Ry, [a,b,c]).

(iii) Bepaal de eigenwaarden en eigenvectoren van ¢.

(iv) Bewijs dat ¢3 = -¢.

Bepaal een orthonormale (3x3)-matrix waarvan de eerste rij een
veelvoud is van (1,1,1). Bepaal daarna de eigenwaarden van de ge-
vonden matrix. Verifieer of inderdaad de reéle eigenwaarden * 1 zijn
en dat de overige in absolute waarde 1 zijn (zoals beweerd in

V V.3.42).

Zij gegeven de R -lineaire afbeelding

-
|

A
(R, [e1.ez,e3]) > (Ry, [el.ez,e3])

met

7 -16 -8
A= (—16 7 8/ .
- 8 8 -5
Bepaal een orthonormale basis [bl’b

b3] van R, die geheel uit

2’ 3
eigenvectoren bestaat. Bepaal een matrix P zodat eTap de diagonaal-

vorm heeft.

Zij V een R -vectorruimte met basis [al,...,an] . zij <>, || || net
inwendig product, respectievelijk de norm, van (V,[al,...,an]). Ge-
geven is verder een orthonormaal tupel [bl""'bn] in (V,[al,...an]).
Bewijs:

(i) Voor elke v € V is

= < > .
v v,b1 > b1 +o..+ < v,bn bn

(ii) Als u orthogonaal is ten opzichte van alle bi dan is u = O.

(iii) Voor elke v € V is
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2

”V||2=_ < v,b, >,

1

Il o~
-

V.3.48 Bepaal voor de lineaire deelruimte W van R die opgespannen wordt

4
door [ul,uz,u3] met

een orhtonormale basis [v1’V2’V3]' Bepaal tevens wt.

V.3.49 Ga na of de volgende matrices orthonormaal zijn:

1 ( 7 -24 . 122y
B\ -7) s\; 7t %) 32 2.
4 8 -1 -2 -1 2

V.3.50 Geef een classificatie van de orthonormale endomorphismen van E2
door na te gaan welke mogelijkheden er zijn voor de eigenwaarden.
Geef ook een geometrische interpretatie voor elk van de mogeliik-

heden.

V.3.51 Geef ook een classificatie van de orthonormale endomorphismen van

2E3 met een meetkundige interpretatie.

V.3.52 1In ]R3 zijn gegeven de vectoren a # 0, b en c. Er geldt voor elke

X R
€ 3

2 2 2
<a,x > =<Db,x> +<¢c,x >

met < > het inwendig product in CR3,[e1,e2,e3]). Toon aan dat

[a,b,c] een lineair afhankelijk tupel is.

V.3.53 Zij V een R -vectorruimte met basis [al,az,a3,a4] en ¢: V > V het

R -lineaire endomorphisme gegeven door

¢(a1) =a; +a,, ¢(a2) ag +a, + as, ¢(a3) =a,+a;+ ar

a, + a

¢(a4) 3 4



V.3.54

V.3.55

VRAAGSTUKKEN 83
a) Bepaal de matrix A in

A
¢ = (V,[al,az,a3,a4]) -+ (V,[al,a ,a3,a4]).

2
b) Bewijs (zonder berekeningen) dat er een orthonormale basis in

(V,[ai,a ,a3,an]) is die geheel uit eigenvectoren bestaat.

2y ., /el
c) Ga na dat de vier eigenwaarden van ¢ zijn 1% 5 -

d) Bepaal de corresponderende eigenvectoren.

e) Bepaal de matrix S zodat A = S_lDS, waarin D de diagonaalvorm
heeft.

f) Bewijs dat < x,¢(y) > = < y,¢(x) > voor elke x,y € V, waarin

< > het inwendig product in (V,[al,az,a3,a4]) is.

Gegeven zijn twee R -lineaire endomorphismen van de n-dimensionale
IR -vectorruimte V, ¢: V>V, ¢y: V > V. Zowel ¢ als y hebben n ver-
schillende eigenvectoren. Bewijs:

a) Als ¢ en Y dezelfde eigenvectoren hebben dan is ¢ © Y = ¢ ©° ¢.

b) Als ¢ © y = Y o ¢ dan hebben ¢ en y dezelfde eigenvectoren.

Zij V een R -vectorruimte met basis [al,az,a3,a4] en ¢: V> V het

R -lineaire endomorphisme gegeven door

-
|

A
(V,[al,az,a3,a4]) > (V,[al,az,a3,a4])

met

O R O+
R OO
OO0
—O0OQ O

a) Toon aan dat de karakteristieke veelterm van ¢ gegeven is door
ta-n? - o2

b) Ga na voor welke waarden van a ¢ een automorphisme van V is en
bepaal voor alle o de dimensie van Ker(¢).

c) Bepaal voor alle o de eigenvectoren van ¢.

d) Bepaal voor alle o een orthonormale matrix S, zodat SAS_1 een

diagonaalmatrix is.
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V.3.56 Gegeven zijn in JR3 de vectoren

[e,,e.,e.] is de standaardbasis van IR. en < > is het inwendig
1772"73

3
product in (JR3, [el,ez,e3]) .

(i) Zoek een vector c € IR3 zodat < a,c > = < b,c > = 0.

Ga na dat het tupel [a,b,c] een basis voor ]R3 is.

(ii) Beschouw het R -lineaire endomorphisme ¢: R_ > :lR3 gedefini-

3
eerd door

$(a) =b, ¢() =a, ¢(c) = -c.

Toon aan dat Ker(¢) = {0}.

(iii) Bepaal de matrix A in
o = (R,, [e,,e,,e.]) 3 (R, [e e ,e.])
3’ 1'72'73 37 -7 T3

(iv) Bepaal zonder berekeningen de matrix A—l.

\

a B
V.3.57 Als we met x = (a;/ , Y = (85) willekeurige elementen van IR2 aan-
geven dan definieren we de volgende bilineaire functies op ZIR2. Ga
na in welke gevallen de functies symmetrisch en in welke gevallen

de functies positief definiet zijn.

a) ¢(x,y) = a181 - 2a182 + a282.

b) ¢(x,y) = alﬂl - 3a182 - 3a231 + a262.
c) ¢(x,y) = 4oy By - 3048, - 3a,8, + 9a,8,-
d) ¢(x,y) = 0t161 - ale - 3a281 + 40L282.

Bepaal in de gevallen waarin ¢ symmetrisch én positief definiet is

een basis [bl,bz] van R, zodat ¢ het inwendig product is in

2
(]R2, [bl’b2]) . (Gebruik eventueel een methode die afwijkt van die

uit s v.3.56.)

v.3.58 Op ]R3 met standaardbasis [el,ez,e3] is de bilineaire functie

¢: :IR3 Il ]R3 + R gegeven door de matrix
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Bewijs dat ¢ een positief definiete symmetrische bilineaire functie
is en zoek een basis [bl'bz'b3] zodat ¢ het inwendig product is in

(]R3, [b1,b2,b3]) .

Zij V de R-lineaire vectorruimte van de polynomen in x van graad
< 3, d.w.z. de verzameling van alle polynomen van de vorm
€ R. Definieer ¢: VI V >~ IR door

f(x) =a. +a,x + a x2, ayra .2

0 1 2 2

1
$(f,9) = J £(x)g(x)ax voor alle f,g € V.
-1

a) Bewijs dat ¢ een symmetrische positief definiete bilineaire
functie op V is.

b) Kies een basis [fl'f
(V,[fl,fz,f3]) is.

2,f3] van V zodat ¢ het inwendig product in

Zij de bilineaire functie op een R -vectorruimte V met basis

[al,az,a3] gegeven door

-
1

A
(V,[al,a a3]) I (V,[al,az,a3]) > R

2’

met

N
[}

1 2 3
G332
3 511

a) Toon aan dat ¢ een symmetrische positief definiete bilineaire

functie is.

1
c) Zoek een vector z € V zodat ¢(x,2) = 0 én ¢(y,z2) =

b) Ga na dat ¢(x,y) = 0 met x = 2a1 “a, vy = -5a, + a, + aj-

d) Bepaal een basis [a,b,c] van V zodat ¢ het inwendig product in

(v,[a,b,c]) is.

Gegeven is de (3x3)-matrix uit R
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2 U I-U\
A = A (l—u 2 u .
Au b 1-n 5/

Bepaal A en p € R zodat A orthonormaal is.

Asu

V.3.62 Zij A de (4x4)-matrix

V.3.63

V.3.64

V.3.65

V.3.66

V.3.67

2 0 1 -2
2 -1 0 2|,
1 2 -2 0
o 2 2 1

a) Ga na of A orthonormaal_is.

b) Bereken de inverse van A.

Zij V een R-vectorruimte met basis [al,az,a3] en < > het inwendig
product in (V,[al,az,a3]).

Zij ¢: V > V een R-lineair endomorphisme van V en [a,b,c] een
orthogonaal stelsel eigenvectoren van ¢. Toon aan dat ¢ symmetrisch

is (zie V Vv.3.38).

Van een symmetrisch endomorphisme ¢: V > V zijn de eigenwaarden niet
negatief. Bewijs dat er een symmetrisch endomorphisme y: V - V be-

staat zodat
Yooy =9
Definitie: Zij V een F -vectorruimte en ¢: V - V een F -lineair

endomorphisme van V met de eigenschap ¢ ° ¢ = ¢. Dan noemen we ¢

een projectie.

Beschouw de R -lineaire afbeelding ¢: 1R3-> ]R3 met
o o o
1 1 1
o {%2) = /“2 voor elke {a2\ € R_.
a3 \0 \a3} 3

Toon aan dat ¢ een projectie is.

3 7 Ej

en 1 met als corresponderende eigenvectoren respectievelijk

De RR- lineaire afbeelding ¢: E heeft als eigenwaarden 0,1
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2E, - E, + 2E 2E, + 2E, - E

17 B 37 2y o ~ By By - 2B, - 2E

1 2 3°
Toon aan dat ¢ een projectie is en geef een geometrische inter-
pretatie.

Toon aan dat ¢ symmetrisch is.

Bewijs dat een projectie slechts 0 en 1 als eigenwaarden kan hebben,
en dat, als O geen eigenwaarde is, de afbeelding gelijk is aan de

identieke afbeelding.

Zij V een R -vectorruimte met basis [al,...,an] en zij < > het in-

wendig product in (V,[al,...,an]). We veronderstellen voorts dat het

R- lineaire endomorphisme ¢: V > V een projectie is.

a) Toon aan dat Ker(¢) n Im(¢) = {O}.

b) Bewijs dat elke vector uit V op één en slechts €én manier ge-
schreven kan worden als vy + v2 met vy € Im(¢) en v,

c) Ga na dat de opsplitsing bedoeld in b) aangegeven kan worden met
x = ¢(x) + {x-¢p(x)}.

d) Bewijs dat ¢ symmetrisch is dan en slechts dan als Ker(¢) het

€ Ker(¢).

orthogonale complement van Im(¢) is.

e) Zij ¢ symmetrisch, dimI{XIm(¢)) =r, r < n. Stel dat
[ul,uz,...,un] een orthonormale basis is van V en dat
[ul,...,ur] een orthonormale basis is van Im(¢). Ga na dat voor

elke v € V geldt:

¢(v) = <u,,v>u, +<u

v >u, +...+ <u ,v>au
1’ 1 27 r’ r

2

en bepaal de matrix A in
| A
¢ = (V,[ul,...,un]) > (V,[ui,...,un]).

Zij in E3 gegeven de vectoren P = E1 + E2 - E3, Q= E1 + 3E2 - 2E3

en het vlak W = {AP + uQ|A,u ¢ R}. Inwendig product en norm worden

beschouwd in (:IE3, [El’EZ’E3]) . Z2ij ¢: ]E3-> ]E:3 een R- lineair endo-

morphisme van E., zodat W een eigenruimte van ¢ is bij de eigen-

3
waarde 1 en WL een eigenruimte is bij de eigenwaarde -1.
a) Kies een orthonormale basis [Pl’PZ’P3] in E3 die uit eigen-

vectoren van ¢ bestaat en bepaal de matrix A in
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= (&, [P,p.,p.1) 3 (2., [P.,p..p.1)
¢ = (B3, [Py,P),Py 37 LPyrPy/Py ).

b) Geef een meetkundige beschrijving van de afbeelding.

c) Bepaal de matrix B in
¢ = (E,, [E,,E,E.]) 3 (£, [E,,E E,])
37 -T2 37 -T2ty
V.3.71 Zij A een symmetrische (3x3)-matrix met rang 1 en

1
a=(2>e]R

-1 3

Zi '|
1 (]R3' [e 1€, ,€ ]) > (]R3 [61,62,e3

het R -lineaire endomorphisme met

Norm en inwendig product worden beschouwd in (]R3, [el,ez,eBJ) .
(i) Wat is Im(¢) ?

(ii) Toon aan dat a een eigenvector van ¢ is.

(iii) Toon aan dat a € {Ker(¢)}l.

(iv) Bepaal alle eigenwaarden en eigenvectoren van ¢.

(v) Bepaal de matrix A.
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AANWIJZINGEN EN/OF OPLOSSINGEN

I. Opmerkingen vooraf

§ I.1. Verzamelingen

I.1.1 a), d), e) en f) zijn juist.
I.1.2 a), e) en f) zijn juist.

1.1.3 a) {1,2,3,4,5,6,7}; b) {1,2,3,4,5,7}; c) {1,2,3,4,5,7}
d) {s}.

I.1.4 a) We tonen aan dat A n (BUA) ¢ A én A n (BUuA) o A. Zie S I.1.11.
Als xe€ A n (BUA), dan is x€ A én x€ B U A, dus xe€ A. Dus
AN (BQA) c A. Neem nu X € A, dan is x € B U A, dus x€ A n (BUA),
zodat 6ok de tweede relatie bewezeh is.

b) Noem X = A u (BnC), Y (AuB) n (AUC). We bewijzen eerst X & Y.

Als x€ X, dan is x€ A of xe€ BnC. Als xe€ A, dan is X € A U B
én xe€ AUC, dus xe€ Y. BAls xe Bn C, dan is xe€ B én x € C,
maar dan is ook x € AU B én xe€ AU C, dus x € Y. Het bewijs van

Y ¢ X verloopt analoog.

I.1.5 Noem X = A U (BnC), Y = (AuB) n C. Er moeten twee uitspraken be-
wezen worden: a) A c C impliceert X = Y en b) X = Y impliceert A < C.
Bewijs van a): A c C. Volgens V I.1.4a) is X = (AuB) n (AuC). Als
AcC, dan is AU C = C (ga na), dus X = Y. Bewijs van b): X = Y.
Neem a € A, dan is a€ X, dus a € Y. Maar dan is a€ A U B én

ae C, dus a€e C.
I.1.6 2", Bewijs met volledige inductie.

I.1.7 a. Neen; aan g wordt geen beeld toegekend; b. Neen; r wordt aan

twee elementen toegevoegd; c. Ja; Im(f) = {x,z}.
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I.1.15

I.1.16
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a) b) c) d) e) £)
injectief ja ja neen ja ja ja
surjectief ja ja ja neen neen neen
bijectief ja ja neen neen neen neen
endomorphisme neen ja neen neen neen ja
isomorphisme ja ja neen neen neen neen
automorphisme neen ja neen neen neen neen

2 +z+ 1als z# 0 en fog(0) = 0; gof(p/q) =
0.

fog(z) = z
2 2
= (p+q) /P +2pg+q +1) als p # 0, g # 0, gof(0)

De verzameling IN zonder het element O.

Neem v, , vye v, vy # v,. Noem W= f(vl), W, = f(vz). Dan is
w, # W,. Noem X, = g(wl), X, = g(w2). Dan is Xy # X,. Dus
glf(vy)) # g(£(vy)).

Bij elke x € X is er een we W met x = g(w). Er is dan ook (omdat
f surjectief is) een ve V met w = £(v). De samenstelling is dus

ook surjectief.

Neem vy # vV, uit V. Noem w, = f(vl), W, = f(v2), Xy = g(wl),
X, = g(w2). Dan is Xy # Xy Dus wy # w,s aangezien w, = w, tot een

tegenspraak leidt. Ook g moet injectief zijn.

Bij elke x € X is er een ve V met g(f(v)) = x, met £(v) € W. Hier—
uit volgt de surjectiviteit van g; £ hoeft niet surjectief te zijn.
Neem maar V = {0}, w = {0,1}, x = {0}, £(0) =1, g(0) ="g(1) = 0.

Dan is geof surjectief, maar f niet.

Noem C = f(AnB), D = £(A) n f(B). Er moeten twee uitspraken bewezen
worden: a) C = D impliceert de injectiviteit en b) f is injectief
impliceert C = D. Bewijs van a): C = D voor elke A en B. Neem Xy
X, € X, x, # X,r A = {xl}, B = {xz}. Dan is C =@, dus D = @ =

= {f(xl)} n {f(xz)}. Dus f(xl) # f(x,). Bewijs van b): f injec-
tief. We bewijzen eerst C ¢ D. Als C = @, dan is C c D. Als C # 0,
neem dan een € ¢ C. Er is een x € A n Bmet £(x) = c; x € A én

X € B, dus f(x) € £(A) én f(x) e f£(B), dus £(x) = c € D. (De injec-
tiviteit van f is niet gebruikt). Nu nog D € C. Als D = @ dan klaar,

zo niet, neem de D. Dus d € f(A) én d ¢ £f(B). Er is dus een a € A
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I.1.18

I.1.19

I.1.20

I.1.21

I.1.22

I.1.23

I.1.24

I.1.25

I.1.26
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en be Bmet f£f(a) = d, £(b) = d. Maar £ is injectief, dus a = b en

dus a€ A n B, zodat f(a) ¢ C, ofwel de C.

Neem f£(q) = q/(1+q), dan is f-1(q) = q/(1-q).

Neem f(q) q/(g-1) voor g < O en £(q) = 9+ 1 voor g > 0. Dan is

f_l(q) = q/(g-1) voor 0 £ g < 1 en f_l(q) = g-1 voor g =2 1.
ATIB= {(1,3), (1,4), (2,3), (2,4, (3,3), (3,9}.

a) 2ij z e (AuB) I X, dan is z = (c,x), met ce€ A U B, Xe€ X. Dan
is ze ALl Xof ze B I X, dus z ¢ (AlIX) u: (BIIX). Voor het
andere deel van het bewijs de volgorde van het bovenstaande
bewijs omkeren.

b) 2Zij z € (AnB) II (XnY). Dan is z = (c,w), ce A n B, we X n Y.
Dus ce Aénce B, we Xénwe Y, dus z € (AlIX) én z € (BIY)

etc. Andere deel weer analoog.

Bepaal alle 16 elementen van V II W en alle 16 elementen van

£ (VIIW) .
f is surjectief, maar niet bijectief: bijvoorbeeld f(1,2) = £(2,4).

f is surjectief, maar niet bijectief; fq is een automorphisme,

f is surjectief, maar niet bijectief; fq is een automorphisme, mits
q # 0; als g # 0, dan is f;l(p) = p/q. Als g = 0 is fq niet sur-

jectief.

Noem de elementen van V: Vi' i=1,...,N, en die van W: wi.

1) £ is injectief, dus in {£(v,), f(vz)"-"f(VN)} komen geen gelijke
elementen voor, dus f is surjectief. 2) Omdat f surjectief is zijn
er precies N elementen f(vi) € W. Deze zijn dan noodzakelijk ver-

schillend. Voor oneindig veel elementen: f: N - IN, £(n)

n + 1: bijectief, niet surjectief; f: W> N, £(0) = 0, £(n)

1]

o]
|

-

(n21) is surjectief, niet bijectief.

Noem f(rl,rz) = (sl,sz), dan is r, = (251—52)/3, r, = (252—51)/3.

Dus voor elk paar (sl,sz) is er één en slechts één paar (rl,rz) zo-
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I.1.27

I.1.28

I.1.29

I.1.30

I.1.31

I.1.32

OPLOSSINGEN

dat f(rl,rz) = (51'52)' Dan is f een isomorphisme en f_l(sl,sz) =
= ((2sy-s,)/3,(2s,-5,)/3).

Neen: £(0,1) = £(4,0) = (1,2), dus f niet bijectief.
Ja, h_l(sl,sz) = ((s+5,)/2, (s;-5,)/2).

Noem f(rl,r ) = (sl,sz,s3), dan is, als a # 1, r, = (51_52)/(a°1)'

2'73
r, = (a52+52~sl—s3)/(a—1), ry = (s3-52)/(u-1). Dus als a #1 is f
een isomorphisme, als o = 1 niet (f is niet bijectief).

Voor elke a #1, -2 is f een isomorphisme.

a B # O.

Ja.

§ I.2. Permutaties

[2,3,1,4].

Voor het eerste tupel: (1) = 2, 6(2) = 3, 0(3) = 1; dus o 1(2) = 1,
0—1(3) =2, 0_1(1) = 3; het schema van o ! is dus [3,1,2]. pe
overige: [1,2,3], [2,3,11, [1,3,2].

[1,2,3,41, [1,3,2,4], [3,1,2,4], [3,2,1,41, [2,1,3,4], [2,3,1,4],
(1,2,4,31, [1,4,2,31, [4,1,2,3], [4,2,1,3], [2,1,4,3]1, [2,4,1,3],
(1,4,3,21, [1,3,4,2], [3,1,4,2], (3,4,1,21, [4,1,3,2], [4,3,1,2],
[4,2,3,11, [4,3,2,1], [3,4,2,1], £3,2,4,11, [2,4,3,11, [2,3,4,1].
De inversen van de laatste rij zijn:

[4,2,3,11, [4,3,2,1], [4,3,1,2], [4,2,1,3], (4,1,3,21, [4,1,2,3].

0ot(1) = o(1(1)) = 0(4) = 4; co1(2) = 1, go1(3) = 3, gotT(4) = 2.
Dus o°T heeft als schema [4,1,3,2]; tec heeft als schema [4,2,1,3].
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3 1 2 3 4 5 6

i

1 9 o, 93 04 o %%

2 02 01 05 06 03 04

3 03 04 01 02 06 05

4 04 03 06 05 9, 02

5 05 06 02 61 04 03

6 06 05 64 Oq o, o,

a) fom pij(vl’VZ) = (wl,wz), met WiaW, € V. Dan is Ui(vl) = wl,
o, (wl) =v,. Bij elk paar (wl,wz) kunnen we dus één en slechts
X ) s - -1
één paar (vl,vz) vinden (met vy =0 (wl), vy = Cj (w2)) zodat
pij(vl'v2) = (wl,wz). Dan is P;: een automorphisme.

b) Ga na dat T surjectief is, door T(VIV) te bepalen. Dan is T een
-1
isomorphisme (zie V I.1.25). Dus T bestaat en en daarom even-

eens T © p,, ° 1—1. Deze samengestelde afbeelding is een afbeel-
1]
ding van W naar W en dus een 9-tupel. Bovendien is de samenstel-

ling bijectief, want T, 1_1 en pij zijn isomorphismen. Volgens

S I.2.6 is dus T ° pij °o T een 9-permutatie.

, . -1 S -1
c) De inverse Y?n pij is pij (vl,vz) = (0i (Vi)iloj gzz)). Als
T o pij °o T (wl) = W,, dan is dus w,=To pijo T (w2).
d) Alleen voor i = j = 1.
f£(V) bestaat uit de 4-permutaties T met T(3) = 4.
[3,2,1,43, [1,3,2,4,5,6,7], [1,2,3,5,4].
vV I.2.5: Oy Ogs Og- Bij de 4-permutaties 6 verwisselingen. Ja.
(4) (4)  _(4) (6)  _(6) _ _(6) (6)
'3,4°72,3° 1,3 5,6 ° T3,6 ° 72,3 ° Tq,3"

{4,3}, {4,2}, {3,2}. {6,2}, {6,3}, {6,1}, {6,4}, {6,5}, {2,1},
{3,1}. {2,1}, {e,5}, {8,7}.

Tekens steeds -1.

O I.2.3 eerste rij:1, -1, 1, -1, -1, 1; tweede rij: -1, 1, -1, 1, 1,

_L8) 8 (8 (8 . (8 _ (8 . _
3 0= T T58° T4 ° T3,0° T2,5° Ty, 50 Sion (@) =1,
N [o] = 14. ( .
S0 O 9 (9 (9 (9)  _(9) . _
D)o =T78°%,8° "5,0° Ta0° T3,6° Ta,6 ° Ty,3  sSign (0)=

-1, N [o] = 17.
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o

8,9 " 6,8 °Ts,6 °Ta,7 ° 73,6 ° T2’
=1, n[ol=10.

(10) , L (10) | (10)  (10) _ (10) _ (10)

c) o=r1 sign (o) =

§ I.3. Matrices: Combinatorische aspecten

I.3.2 Construeer ze met behulp van S I.3.19 en O I.2.3. Er zijn dus 24
4-grepen. Het sign volgt uit S I.3.21 en O I.2.12.

I.3.3 2 3 4 5
5 6 7 8
10 11 12 13 .
17 18 i9 20

I.3.4 Er zijn 8 roostertransformaties van R2 ¢ Ql,..., 98.
r

Ql Qz 93 94 95 96 Q7 QB

(1,1) (1,1) (1,1) (2,2) (2,2) (2,1) (1,2) (2,1) (1,2i
(2,2) (2,2) (2,2) (1,1) (1,1)  (1,2) (2,1) (1,2) (2,1)
(1,2) (1,2) (2,1) (1,2) (2,1) (1,1) (1,1) (2,2) (2,2)
(2,1) (2,1) (1,2) (2,1) (1,2) (2,2) (2,2) (1,1) (1,1)

91 is de identieke afbeelding, 92 is de transpositie van R2 9"
I

De eerste 4 zijn even, de andere oneven.

I.3.5 a) Aangezien 01 en o, twee n-permutaties zijn is p injectief, dus
ook bijectief (S I.3.29 of V I.3.25). Daarom is p een auto-
morphisme.

b) Merk op dat we een n-greep W = {wl,wz,...,wn} kunnen schrijven
als {(1,0(1)),...,(n o(n))}, met o een n-permutatie; dus
w, = (i,0(i)). Dan is p(wi) = (04(1), 0200(1)); maar 0,°0 is

weer een n-permutatie, dus p (W) is een n-greep.

¢) Volgt uit S I.3.21 en het voorgaande.

I.3.6 Neen. Er zou moeten gelden p(1,1) = (o, (1), 0,(1)) = (1,1) en
p(1,2) = (01(1)102(2)) = (2,1).
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Het element v,. wordt veranderd in v ,. Ly .
ij T(i),0(3)

§ I.4. Determinanten: Combinatorische aspecten

I.4.4

I.4.51

I.4.11

3 x2-1x1-=25, 5, (-2+0-18) - (0-16+3) = -7, 50.
Gebruik S I.4.18 (respectievelijk S I.4.24): det(A) = -det(A).

Niet de 24 4-grepen berekenen. Merk op dat de elementen van opvolgende

kolommen steeds 1 verschillen. Pas S I.4.12, S I.4.15 en het vorige

vraagstuk toe. Antwoord: O.
0.

Volgens S 1.4.13 is

6 6 20
- 1 _ 1
det (f) = e 12.60 det 3 4 15 = 3160 °
2 3 12

n=1: 2, n=2: -1, n=3: 0. Voor n > 3 eveneens 0.

s . T ..
De elementen van corresponderende rijen in f en £ 2zijn elkaars

tegengestelde. Gebruik S I.4.14 en S I.4.17.

Alle determinanten uitrekenen, of herhaald toepassen van S I.4.12,

S I.4.13 en V I.4.2 op de determinant van g.
det(fij) = det(f)°$1gn(ci)'SLgn(cj).

Als £(1,2) = £(2,2) = 0, neemdan b =1, a = 0. Als £(1,2) # O neem
dan b = -a £(1,1)/£(1,2) en a = 1. Als £(1,2) = 0, neem dan
b=-a £(2,1)/£(2,2), etc.

Verwissel de kolommen zodat de eenheidsmatrix ontstaat. Voor n = 2,3
één verwisseling, voor n = 4,5 twee verwisselingen, etc. Antwoord:
det(z) = (-2

gelijk x is.

,waarin [x] het grootste gehele getal kleiner of
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II. Vectorruimten en lineaire afbeeldingen

§ II.1. Vectorruimten

I1.1.1 a), c) en e).

II.1.2 a) niet aan (iii) voor het getal 0; b) aan alle; c) niet aan

(iii); d) aan alle.

I1.1.5 Ja. Het nul-element is a. +. a,.x + a x2 meta, = a, = a, = 0; m is

0 12 2 5 0 1 2
: 1 oX ,b0+b1x+b2x ; = (a0+b0) + (aé+b1)x +
+ (a2+b2)x = (bo+a0) + (b1+a1)x + (b2+a2)x = m(bo+b1x+b2x ,a0+

+ a1x+a2x )i m is ook associatief en de inverse van a0 + alx + a2x

commutatief, want m(a0+a X+a

is -a, .
0

II.l.6 Neen. Er is geen nul-element, m is niet commutatief en niet

associatief. Er is geen inverse te definieren.

I1.1.7 a) Ja, m(x,y) =x+y-xy=y + x - yx = m(y,x). b) Ja.
c) Ja, O. d) Neen, het element 1 heeft geen inverse; de inverse

van x # 1 is x/(x-1).

I1.1.8 Vergelijk het bewijs in S II.1.10.

I1.1.9 v o 1 2 3 a) Ja, 0.
u b) Ja, volgt uit tabel.
0 0 1 2 3 c) Ja.
1 1 2 3 °
2 2 3 Y 1
3 3 o 1 2

II.1.10 V is een lineaire ruimte en een vectorruimte. De eindige deelver-

zameling uit S II.1.29 kan zijn {1,x,x2}.

II.1.11 V is een vectorruimte; neem v

(1,0,-1,0,...,0),..., v

= (11_1101---10)1 V2 =
(1,0,...,0,-1); alle v, € v,

1

_1=
i=1,2,...,n~1. 2ij a = (al,az,...,an) € V. Kies Al =

-a,
i+’

i=1,2,...,n~1; dan is a = Alvl L An—lvn—i'

II.1.12 De binaire operatie heeft als nul-element 0, de functie met de

eigenschap f(x) = 0, voor alle x ¢ [0,1]; de binaire operatie is
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commutatief want f1 + f2 = f2 + fl’

+ fz(x) = fz(x) + fl(X) en is associatief. Als inverse bij f nemen

hetgeen volgt uit fl(X) +

we -f. De scalaire vermenigvuldiging voldoet ook aan de gestelde

eisen.
I1.1.13 x=2, y = 1.
i1.1.14 x=4,y = -7, z = 5.
5 2
I1r.1.i15 a) x=( O 5 b) y = {-22 ; c) z = 3a - 2b + 5¢c; d) Neen.
7 19

II.1.16 M = 8A + 14B + 5C.

§ II.2. Dimensie

I1.2.3 Ja. De getallen in de lineaire combinatie zijn bijvoorbeeld 0,1,1,1.
II.2.5 Vergelijk S II.2.29 of gebruik S II.2.39.
I11.2.6 Voor a # 1.

I11.2.7 a

3t Aay # 0 voor elke A € IR. (Ga na). Gebruik S II.2.31.

I1.2.8 Bewijs dat het nieuwe tupel lineair onafhankelijk is.

I1.2.9 Neem de vector

- O OO

I1.2.10 a) lineair onafhankelijk; b) 5u - 2v - w = O.

Ir.2.11 a) zij aezt + Bt2 + yt = 0, voor elke t € R en zekere q, B8,
Yy € IR. Neem t = 0; dit geeft o = 0; neem t = -1; dit geeft
bovendien B - y = 0; neem t = 1, dit geeft ook nog B + y = 0,
0.
b) £ = h - 2g voor elke t; dus [f,q,h] is lineair afhankelijk.

zodat o = B = ¥y

c) Neen. Veronderstel dat V wel een vectorruimte is, met dimensie

n(< «). Beschouw het tupel [l,t,tz,...,tn]; dit is lineair
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onafhankelijk, maar bestaat uit n + 1 vectoren. In tegenspraak
met S II.2.40.

II.2.12 a) Er zijn getallen Ai € T, niet alle gelijk aan 0, zodat Aow +

+ AV, f...F Anvn = 0; als AO = 0 dan volgt uit het gegeven dat

171
Ai =0,i=1,...,n. Dus AO # 0. Er kan dus door gedeeld worden.
b) Neem V = IR3 en v, = (1,0,0), v, = (0,1,0), vy = (0,0,1),
w= (0,1,1).

c) Neem vl,vz,v3 zoals in b), maar w = (1,1,1).

I1.2.13 Zij A(utv) + p(u-v) + v(u-2v+w) = 0, A, u, ve F. Dan is (A+v+u)u +
+ (A-p=2v)v + vw = 0. Uit het gegeven volgt v = 0 en dat ook
A =1u=0.

II.2.14 Neen.
II.2.15 De dimensie is 4; een basis is [l,t,tz,t3].

Ir.2.16 Merk op dat [a+2b,atc,c] een basis is (S II.2.39).
(i) a + b + ¢ = (a+2b) + (c-b); dus geen basis. (ii) wWel een

basis, gebruik S II.2.31. (iii) Geen basis.

1 .
IT1.2.17 (iii) a = )b + uc, A\, p € F. Als A # 0, dan is b = X%a—uc), in
strijd met gegeven. Dus A = 0 en a = yc. Als p = 0, dan is

a =0, mar a # 0. Dus c = a.

= |-

(iv) d=o0a + yc, d = Bb + 8¢, o,B8,Y,8 ¢ F. Dus aa - Bb +
+ (y-8)c = 0, zodat o = B = Y = § = 0. Uit het gegeven volgt

eveneens dat y # 0.

II.2.18 Er zijn getallen Ai, i=1,...,5, niet alle gelijk aan O
Ala + A2b + A3c + A4x + Asy = 0; AS # 0 geeft een tegenspraak;
A, # 0 ook. [a,b,c] is lineair afhankelijk.

I1.2.19 (i) A = 2 en XA = 3. (ii) x = 3.

§ II.3. Lineaire deelruimten

I1.3.1 Neen; er is geen A zodat a, = 0.

I1.3.2 A= -1,



II.3.4

II.3.5

II.3.6

I1.3.7

I1.3.8

I1.3.9

II.3.10

I1.3.11

I1.3.12
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a) ja; b) neen; c) neen; d) ja.
De dimensie is 2.

0 ¢ U\V, dus U\V is geen lineaire deelruimte; U u V is i.h.a. geen

lineaire deelruimte; U n V is wel een lineaire deelruimte.

1 0 / 0
. . 0 1 0\
Basis van U: [ o | o | 1 ,
0 -1 -1
0
-1 0
van W: L o | 2 1,
0 1
3
-3
en van U n W: [ 2 1.
1

De dimensie is 2, een basis is
1 -5 0 2

-4 2 1 1

Een basis is

((

de rang van het andere tupel is 3.

WO WwOo
(-]
~

De rang is 3.
. 2 2
De rang van [x,y,z] is 2 als p(p -1) = 0 en 3 als p(p~-1) # O.

o = 3 en een basis is

1 3
r 2 , -1 J7.
0 4
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I1.3.13

I1.3.15

I1.3.16

I1.3.17

I1.3.18

OPLOSSINGEN

. . < a1
Aangezien D1 €Dy D,, D, < D, U D, geldt dlm]R(Dl) < dJ.mIR

. < A1 R _
(DIUD2) en dl@R(D2) < dlqR(DluDz). Als in &€én van de re

laties het = geldt is de uitspraak bewezen, want in dat geval is
D, =D, UuD,o0f D, =D, UD, (zie S I1.3.11) en dus D. c D, of

1 1 2 2 1 2 2 1

D1 c D2. Veronderstel nu dat dlm]R(Dl) < dlm]R(DluDz) en dlmIR(DZ)

< di . i D
dlmIJD1UD2) Dan is er een x € D,, X # D, eny e

1’ 2!

y 4 D,. Deze x en y komen voor in D, v D2, dus ook x + y € D, u D2

2
impliceert x + y € D1 of x + ye D2, hetgeen in beide gevallen tot

(want D1 u D2 is een lineaire deelruimte). Maar x + y € D1 u D

een tegenspraak leidt.

€ A+ B, dan is v, = a, + b

Verifieer S II.3.1. (i) Zij vl,v2 1 1 17
v2 = a2 + b2, al,a2 € A, bl,b2 € B; v1 + v2 = a1 + a2 + b1 + b2,
met a, + a, e A, b1 + b2 € B. Dus vy o+ v, € A + B. (ii) Analoog.

(iii) A en B zijn niet leeg.
+ = .
8] W IR4
(i) 2ij de dimensie van A en B respectievelijk n en m. Kies een
basis [bl""’bm] van B en vul deze basis met k = n - m vectoren
[cl,...,ck] aan tot een basis van A. Kies voor C de lineaire
deelruimte die opgespannen wordt door [cl,...,ck].
(ii) zij a = b1 + ¢y = b2 + Cyr bl’ b2 € B, Cyr c, € C; dan is
b, -b,=c¢c, - c,, met b, - b2 € B, ¢y - c2 € C; dus b, = b2

1 2 2 1 1 1
ency =c,, want B n C = {0}.

Zij [el,...,e ] een basis voor An B, r 20, en zij m = dimEjA),

n = dimEJB). Dan is m 2 r, n 2 r. Vul de basis van A n B tot.

bases voor A en B. Zij [el,...,er, fr+1""'

gr+1,...,gn] bases voor resp. A en B. Dan is [el,...,er, £

fm]I [ell---lerl
r+1’°°°!
fm’ gr+1,...,gn] een basis voor A + B. Bewijs: Het tupel is een
stelsel voortbrengenden van A + B. Het tupel is eveneens een lineair
onafhankelijk stelsel van A + B, want als o e +.o..+ ae. +

T Brat ppg et B F Yy Gpyq Feeet Y9, = 0, dan is T yiq, =
= - X aiei - X Bifi. Het linkerlid behoort tot B, het rechterlid

tot A. Dus X Yigi € A n B, zodat er 61,...,6r te vinden zijn met

z ¥;9; = z Giei. Hieruit volgt weer X Bifi + Z (ai - Gi) e, = o,

zodat Bi =0, i=1r+l,...,m. Maar dan is ook X ae. + = Yigi =0,

zodat ai 0,i=1,...,r en Y; = 0, i = r+1,...,n. Het tupel is



OPLOSSINGEN 101

dus een basis en bestaat uit r + (m-r) + (n-r) = m + n - r vector-

en. Dus dimI§A+B) =m+n-rxr= dimEJA) + dimEAB) - dunEJAUB).
II.3.19 a) Neen. b) Rechte lijn. c) ReV, S ¢ V. a {2 | » € R}.

e) W= {D + AT | A € R}; T is de richtingsvector.

£f) {a + X (A-B) l A € R}. g) U /W: er zijn geen A,uy,a € R

zodat: R + AQ + uT = D + oT. VcU: voor elke Y ¢ R is er een A en

U e R zodat: R+ AQ + uT = P + YQ. h) x -y +z=-1.

i) M={E1+>\ (EZ_El) +u(E3—E1)}; X+y+z=1. j) Zoek 3

punten van het vlak, bijvoorbeeld 2E1, -6E3 en %Ez' zodat N =

= 3 - — =
= {2E; + X (2B, + 6Ej) + u (2B, - 3E,)) | A, v e R}Y; 3x + 4y - z

=0; 3x + 4y -z = 12. k) evenwijdig. 1) ﬁ (E1 + 17E2 + 5E3);
1

10 (-11E1 + 28E2 + 19}':‘.3) . m) F={T + AP + p (T—4E2+2E3)

| A, u € R}; vergelijking van F: - 6x + 3y + 4z = 4. n) Bepaal

F' n M', met F' en M' vlakken door O evenwijdig aan F resp. M. De

lineaire deelruimten F' en M' hebben als basis [E1+2E2, E1-2E2+3E3],
- - ' ' i -

resp. [ E,+E,, E1+E3]. F' n M' heeft als basis [El 10E2+9E3]. Nu

nog een gezamenlijk punt van F en M zoeken: E3. Dus G = {E3 +

A(E1—10E2+9E3) | A € R}. Xan ook gevonden worden door de ver-

gelijkingen van F en M als een stelsel te beschouwen.

I1.3.20 a) VoW ={A(B-C) | A e R}. Db) PnV={B-A}, Pnw=g.

§ II.4. Lineaire afbeeldingen

II.4.1 a)

o ( /x1+x2\ _ {x1+x2+y1+y2\

(1) + () -0 Gimz) - (M),

X, %, X, +y X, +y X, +y, +X_+y
¢ (Yl) + ¢ (Y2> ( 1x1 1) + ( 2x2 2) = ( 1 xi+x§ 2) .

Dus de eerste voorwaarde van SII.4.1 is geverifieerd. De tweede

gaat analoog.

II1.4.2 a) Neen; b) Neen; c) Neen.

1 0 . .
11.4.3 [(1), (1)]15 een basis voor IR2 en dus is ¢ dan bepaald (S II.4.15).
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I1.4.4

I1.4.5

OPLOSSINGEN

(;) = x (1) + (y-x) (?>, dus ¢ (;) = 3x - 2(y-x) = 5x - 2y. Ker(¢)

volgt uit 5x - 2y = 0, dus Ker(¢) = {(;) I 5% - 2y = O}.

¢@=G7

Een basis van Ker(¢) is dus
1
[(o\].
1/

Een basis van Im(¢) wordt bepaald door uit het tupel

een maximaal aantal lineair onafhankelijke vectoren te nemen. Een

basis is dus

(o). (1)-

Im(ye¢) wordt bepaald door de werking van ¢ op de basis van Im(¢).

Dus Im({°¢) bestaat uit de nul-vector.

Als
(] 1 1
0 0
1 1 o
een basis van:m3 is, dan is er zo'n ¢a' Voor oo = 1 en o = -2 is

het tupel echter geen basis. Voor o = -2 bestaat er geen lineaire

¢a' voor o = 1 wel. Voor alle o # -2, a # 1 is ¢u surjectief.
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11.4.7 Neem x € V; er zijn (bij deze x) a, B € F (niet beide 0) zodat
ad (x) + B¢2(x) = 0. Zij o = 0. Dan is B¢2(x) =0, dus X € Ker(¢2)-
Neem dan u = 0 en v = x. 2ij o # 0, dan is ¢(x) + % ¢2(x) =
= ¢(x+§ $(x)) =0, dus y = x + §-¢(x) € Ker(¢). Als y € Ker(¢) dan

B
is ook y € Ker(¢2); dus x = u + v, met u = - E—¢(x) en v =y.

I1.4.8 Een basis van Im(¢) is

(8 Q)

en van Ker(¢) :

2 1
1 2
o S P I
0 1
II.4.9 x 1 2
(\ 2 0
{ = A + u H
¢ \Z/ 0 -1
-4 -3

kies bijv. X = x en yu = y, dan ontstaat

% x+2y
¢ (y\ - 2x
2/ -y
-4x=-3y

I11.4.10 a) (3,2,1), (4,0,0). b) Ker(¢) = {}(2,-1,1) l A e R}I.
c) Een basis van Im(¢) is [(1,2,1), (0,2,1)]. d) Niet alleen
(0,1,0) maar ook deze vector + vector uit Ker(¢). Dus alle vec-

toren x = (0,1,0) + A(2,-1,1), A € R.
II.4.11 Volgt uit S II.4.24 en dim]R (Im(¢)) < 2.

I1.4.12 [bl'b2""’bn] is een basis dus [bl,b2+3b3,b4] is een lineair on-
afhankelijk stelsel. Dus Im(¢) heeft dimensie 3. Uit S II.4.24
volgt Ker(¢) = {0}. Anders: Zij ¢(Xa1+ua2+va3) = 0, dan is

Abl + 3ub2 + 3ub3 + Vb4 = 0 zodat A = p = v = 0.

I1.4.13 Als Al = -2A3 en Xz = —3A3. Als 13 = 0.
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II.4.14 Voor elke A ¢ F is [al,az,a3] een basis van Im(¢). Voor elke A € T

is [(A—2)a1—a2+(1—A)a3+a4] een basis voor Ker(¢).

IT.4.15 De uitspraak voor ¢ volgt uit S II.4.23 en S II.4.27. Voor V¥ is de
uitspraak waar dan en slechts dan als de dimensies van V en W gelijk

zijn.

II.4.16 (i) 2ij x € Ker(¢) n Im(¢); dan is ¢(x) = 0 en er is een y € V met
¢(y) = x. Dan is ¢2(y) = ¢(x), maar ¢2 = ¢, dus x = ¢(x) (= 0).
(ii) Voor elke x € V geldt x = x - ¢(x) + ¢(x), met
X - ¢(x) € Ker(¢) en ¢(x) € Im(¢).

II1.4.17 Zij x € ¢(Ker(yo¢)). Dan is x € Im(¢) en er is een y € Ker(yo¢) met
¢(y) = x. Ock geldt ¢ o ¢(y) = 0; d.w.z. P(¢(y)) = ¥(x) = 0, dus
x € Ker(y). Dan is dus x € Im(¢) n Ker(y). Zij nu
X € Ker(y) n Im(¢); dan is ¢(x) = 0 en er is een y € V met ¢(y) = x;
dus ¢(x) = P(¢(y)) = 0, dus y € Ker(yo¢) zodat x = ¢(y) €
¢ (Ker (yog)).

II.4.18 2ij A¢(x) + uY(x) = 0 voor zekere A\, u € R. Dan is (A+u)¢(x) +

+ ux = 0, dus u = 0 en ook A = 0.

II1.4.19 a) Ja.

b) Als ¢ een isomorphisme is, dan is Im(¢) = R ¢ is een isomor-

3
phisme d.e.s.d. als aB # 0. Een basis van V n Im(¢) is dan bij-
voorbeeld de basis van V. Er volgen nu nog 3 gevallen:

(i) o =B =0, (ii) a =0, B #0, (iii) o # 0, B = 0. Een

basis van Im(¢) n V is
-1 -1 2 -1
(1) [( 1)], (i1) [( 1), (1)3 (V= Im(6)), (i) [( 1)3.
3 3 0 3

I1.4.20 (i) Als a(a-1) # 0 dan is dimI{(Ker(¢a)) = 0, als a(a-1) = 0 dan
is de dimensie 1.
(ii) Als a(a-1) # 0 dan is ¢a een isomorphisme; er is dan één

en slechts &én oplossing, te weten

(2)

-2-q

Q=
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Als a = 0 dan is er geen oplossing, als a = 1 dan is voor elke

A € R de vector

een oplossing. Merk op dat voor o = 1 Ker(¢) wordt opge-

spannen door

(21)
i

I1r1.4.21 (i) Draaiing van Eb over 37m/2; (ii) draaiing over 2w, de
identieke afbeelding; (iii) draaiing over %ﬂ, terwijl de lengte
van de vector wordt vergroot met een factor V2 (iv) noem de
afbeelding ¢,¢(E1) =0, ¢(E2) = =2 El' dus elke vector wordt een
veelvoud van El; merk op dat ¢~ = 0; (v) noem de afbeelding

v, V(E)) = E,, V(E) = 0.

I1.4.22 (i) Zij Aa + wb + vc = 0, dan is ¢ (ra+ub+vc) = 0, dus la - pb = O,
dus ¢ (la-pb) = Aa + pb = 0. Er volgt nu A = y = v = 0.
(ii) a - 3b.

I1.4.23 (i) 2Zij Im(¢) < Ker(¢). Zij x € V, noem y = ¢(x); y € Im(¢), dus
‘ y € Ker(¢); dus ¢2(x) = ¢(p(x)) = ¢(y) = 0. Zij ¢2 = 0, neem
x € Im(¢). Er is dan een y € V met ¢(y) = xX. Dan is ¢(x) =
¢2(y) = 0, dus x € Ker(¢).

‘s 1 0 1
(ii) ¢(0) =0, ¢(1) = (O).

1 /0 0 0 0 0
0 _ 1 _ 1 0 _ 0

I1.4.24 ¢ 0 = \_2 7 o 0 | -2 ’ ¢ 1 - 1 ’
0 1 0 1 0 0
0 0
1 0

L o
1 0

I1.4.25 (iii) Ker(S§) is de lineaire deelruimte van F met oy =a, = a3 =
=a, = 0; voor Im(8) geldt a, = 0; Ker(m) = {0} en voor Im(m)

is ag = 0.
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4
X)) = o, +

(iv) 6S(m(a.+o, x+a x2+a3x )) = S8(a x+za x2+ 1a x3+ L 0

0 2 372 7%

+ alx + azx + u3x3, m™ o §(1) = w(0) 0 # 1.

I1.4.26 (i) Zij x € Ker(¢), dan is ¢(x) = O en eveneens ¢2(x) = 0, dus
X € Ker(¢2).
(ii) 2Zij Ker(¢) = Ker(¢2) en x € Ker(¢) n Im(¢). Er is dan een
Yy € Vmet ¢(y) = x en er geldt eveneens $(x) = 0, zodat
$(x) = ¢2(y) =0; dus y ¢ Ker(¢2), dus y € Ker(¢), dus
¢(y) = x = 0. 2ij nu Ker(¢) n Im(¢) = {0} en zij x € Ker(¢2).
Als aangetoond is dat x € Ker(¢) dan volgt (met i)) het
gestelde. Welnu, noem y = ¢(x). Dan is, wegens x € Ker(¢2),

$(y) = 0, dus y € Ker(¢) maar ook is y € Im(¢), dus y = O.

I1.4.27 (i)  2ij x € Ker(¢?), dan is ¢2(x) en ¢3(x) = 0; dus 6(x) = O,
zodat x € Ker(¢). De rest volgt uit V II.4.26 (i).

(ii) Im(¢2) ¢ Im(¢) geldt voor elk F -lineair endomorphisme. We
bewijzen nu Im(¢) c Ker(idv-¢2). Zij x € Im(¢), dan is er
een y € V met ¢(y) = x. Verder is (id —¢2)(x) =x - ¢2(x) =
= ¢(y) - ¢3(y) 0. Dus X € Ker(ld ¢2). We bew1jzen verder
nog Ker (id —¢ ) c Im(¢ ). Zij x € Ker(ld -¢ ), dan is x =

¢ (x), dus X € Im(¢ ). Nu is alles bewezen.

(iii) volgt uit (i) en V II.4.26;

(iv) Neem u = ¢2(v) enw=yv - ¢2(v). Zie ook V II.3.17.

II.4.28 (i) Ker (¢) {u(an—Zan_l)l u e F}, Ker(¢2) = {u(an_l—Zan_z) +

+ v(an—4an_2)lu, v e F}, Ker(¢3) = {A(an_z—Zan_3) +

+ u(an_1—4an_3) + v(an-8an-3)} | Au,v e F).

(i) x = a,+2, waarin z € Ker(¢"); de tweede vergelijking heeft

geen oplossing.

(1ii) 2ij x = Aja; + ... + Aa " ) = (x1+2A2+...+2“'1An)an,
etc.
I1.4.29 (iii) ¢(3a-b) = 3 ¢(a) - b; ¢2(3a—b) =3 ¢%(a) - b = 3(b-a-6(a))

=2b -3a-3¢(a) =b-3a+b-3 ¢ (a) b - 3a + ¢(b-3a).
Dus ¢(U) en U worden beide opgespannen door [ (3a-b),

¢ (3a-b) ].

I1.4.30 (i) Aangezien 0 een R -lineaire afbeelding is geldt ¢(x+y) =
= (x+ty) - o(x+y)a = x - o(x)a + y - o(yla = ¢(x) + ¢(y).
Evenzo geldt ¢(Ax) = A ¢(x).
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(ii) 2Zij € Ker(¢), dan is x - o(x)a = 0, dus x = o(x)a, zodat x
een lineaire combinatie is van [al. Dus x € Ker(c), maar dan
is o(x) = 0, dus x = 0a = 0.

(iii) Im(id]Rn—¢) wordt opgespannen door [a].

(iv) ¢ heeft een inverse omdat Ker(¢) = {0}, zie V II.4.15. De
gegeven ¢_1 voldoet aan ¢°¢_1 = ¢_1°¢ = id__ , namelijk
0 lop(x) = ¢ tix-0(x)a) = (x-0(x)a) + o(x-0(x)a)a = x want

o(o(x)a) = o(x) o(a) = 0. Evenzo ¢°¢-1(x) = X.

IT.4.31 Merk eerst op dat ¢ eenduidig gedefinieerd is omdat er bij a
slechts €én b ¢ B is met a = b + c. Zie V II.3.17.
(ii) Ker(¢) = C.

II.4.32 Gebruik V II.4.15. Veronderstel Ker(¢) # {0}. Dan is er een x # O
met ¢(x) = 0; dus ¢(x) - ¢2(x) = 0. Uit het gegeven volgt ¢(x) -
- ¢2(x) = x. Tegenspraak.

I1.4.33 Veronderstel ¢_1 bestaat. Dan is ¢(x) = ¢-1°¢°¢(x) = ¢_1°¢(x) = x,

voor elke x € V. Dus ¢ = idv. Tegenspraak .

§ II.5. Matrices en lineaire afbeeldingen

OO OO0

4 1 -6 1 -1 -1
N\ () () Yo (O
=12}, {-1), {(-6)j¢ (R, [ {0}, 1), (-1 D.
@) (1) (o) e mpcfo) (1) (o
Ir.5.3 2/3 -4/3 -
S b 303 ) TRy D0,2,1,2),(1,1,1,1,(0,1,0,1),(3,0,0,0-1) 1) .
-1/3 -1/3

II.5.4 X\ _ 1 4 __1 4 1
( ) = A(l) + u(l) met A = 3x + 3y,u 3(x y) . Dus

¢(X) - (2*) ¢ (R, o1 @)]) - ('2“2“\ - 2 (2x-5y),

\ 2/’ ax+2u) 3 \-x+7y/)7
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Ker(¢) = {0}, Ker(y) = (é\ l A e R}, Im(¢) = ]R2' Im(y) = {)\(;)
A € R}.
11.5.5 B = (12 1815\ o 4y - (a(12,19,20) | X ¢ R} = Ker(3.4)
-5- \12 -12 -3/ 19, )

II.5.6 v = (4,1,-1,0). Neem v, = (2,0,0,0), vy

zodat [vl,vz,v3,v ] een basis is voor R

(0,1,0,0) env, = (0,0,0,1).

(0,1,-1,0) en v, en v,

* P —_
4 bijvoorbeeld v, =
4

<1\ (o) _ (1), (1 1),

\1/ \0/, matrix \1 0/, b)(2 -3 1).

I11.5.7 a) ¢< \

II.5.8 (5 =2).

1 -1 1 1
11.5.9 (1 o 2 _)
1 1 3 -3
11.5.10 /1 0 O
0o 1 o0
0 3 o0
0 o0 1
0 0 o
0 0
II.5.11 /1 0 o0 1
0 1 o0 1
0 1 1
0 0 0 o0

I1.5.12 Gebruik S II.5.16 en S II.5.19

1 2 6
2 1 6
v = s
A 0 -1 -2 1
1 2

2b1—2b2+6b3+6b4; 3b1—2b2+8b3+7b4;

Ker(¢) = {A(-3a,-2a,+a)) | X € R}.
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/3 -2 2 /-1
II.5.13 a) \3 2 1> ; b) (2); c) (3 3); d) \-1> ; e) niet
1 -2 1 -1
gedefinieerd.
1I.5.14 4 38 00 7 12
15 8 7 5 0 -1 22
II.5.15 01 000 0 0 O o\
_[o 0o 2 0 o0 /10 0 0 _
D=15 0030 " PT|lo0o % o0 o0 ' B =1,
0 0 0 0 4 ool o
.3- 1
0 0 0 3
00 0 0O
01 00O
A= 0 01 00
0001 0
0 00 0 1
11.5.16 (-1 0) (0 1) (1 0} (-1 -2) 2.4, _
\ 0 -1)' \-1 0,7\ 1)\ 2 -1, Ker (¢ +¢7) = R,.
I1.5.17 0 1 2
0 0O
A=y 0 o
2 1 1

II.5.18 ¢(a) = oa + Bb, ¢(a) = ya + 8c voor zekere a,B,Y,8; aangezien

[a,b,c] een basis is, is o =y, B = 8 = 0. Dus is er een a € R

met ¢(a) = aa. Zo ook ¢(b) = Bb, ¢(c) = yc voor zekere B en Yy € R.
d = a-b-c;
1
¢(d) = aa - Bb - yc = (1)
1
B
dus a = 2, B = -1, y = 3. De matrix B in ¢ = (]R3, [a,b,c]) ~»
(]R3, [a,b,c]) is dus
(2 0 O ( -3 =2 4\
B= {0 -1 0: A=1!-11 -6 10! .
‘o o0 o0 \Ji3 -7 13/

II1.5.19 Voor A = -1 is een basis voor Ker(y°¢), resp. Im(yo¢) gegeven door
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1 \ 1 1 o\
-1 1 A\
r 0 , -2 1, resp. [((3J/~, \_1/]
2

1 A 1
1 N \ <-\
L 1, resp. [{A], 11, 0}].
-2 resp \0/ \_1/ 1/
6]
I1.5.20 (i) -1 -1 -1 -1
_ 2 1 1 1
A=l o 1 0o o
0 0 1 0
.. 3 2 3
(ii) Ker(¢~) = {a1+a2x +a x |a1,a2,a3 € F}.

Im(¢2) {a2x2+a3x3|a2,a3 e F}.

II.5.21 Voor >\2 # 1 is de dimensie 3; voor A = 1 is de dimensie 1, voor

A = -1 is de dimensie 2.
A =1, Ker(¢)) = {v (—9 + <_c}> | v,u e ®},
Im(¢)\) = {v <-%> | v e ®m}.
A =1, Ker(¢}\) = {v (—i) | v e R},
Im(¢>‘) = {v (%) + (2) I v,u € R}.
11.5.22 (8 : ‘1)\' onp  en
1 o0 o 3 3

II1.5.23 De dimensie is 0 als a(az-l) #0, 2als a =0, 1 als a2 = 1.

II.5.24 n

1 0
0 1 n
0 O

NN
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III. Lineaire endomorphismen

§ III.1.

I1r.1.1

III.1.2

III.1.3

III.1.4

III.1.5

III.1.6

Multilineaire functies

a, b en d.
flv,wl = $(flv,wl + £lw,v]) + §(£lv,w] - £lw,v]).
Volgt uit S III.1.13 met A = 0.

£f[P,Q,R] = }(x ).

+ + - ~ -
Yo *RYp ¥QYR ¥RYg ¥pYR ¥o¥p
a) Volgt uit de lineariteit van ¢ en uit de multilineariteit van f.

b) Ja.

a) Volgt uit S III.1.9.

b) Als [i-jl =1, dan is f[vl,...,vn] = 0, want f is alternerend.
Zij nu i + 2 = j; f[vl,...,vi,vi+1,vj,...,vn] = f[vl,...,yi+
+Vi+1’vi+1'vj""'vn] - f[v1,...,vi+1,vi+1,vj,...,vn] =

= f[vl'""Vi+vi+1'vi+1'vj""'Vn]'= fEVl""’Vi+1'vi+1 +

+ vj,vj,...,vn] = 0, want v, = vj. Zo kan (bijv. met volledige

inductie) het algemene geval bewezen worden.

c) Volgt uit a) en b) en uit S III.1.9.

§ IIT.2. Determinanten

IIr.2.1

I11.2.2

III.2.3

I11.2.4

Noem f[al,...,an] = A; dan is A # 0. Beschouw de antisymmetrische
n-lineaire functie d: vt - F, gedefinieerd door d = A_lf. Dan is
d[¢(a1),...,¢(an)] = det(Ad), zie § III.2.19, zodat f[¢(a1),...,
¢(an)] = A det(A). Het gevraagde volgt nu uit de lineariteit van
f en ¢ en dat elke vector vy een lineaire combinatie is van

[al,...,an].

Zij A = f[al,...,an], uo= g[al,...,an] en d de antisymmetrische
n-lineaire functie op V met d[al,...,an] = 1. Dan is A # 0, p# O

en d = A_lf = u-lg. Hieruit volgt £ = An g en tevens het gestelde.

a) 23;  b) -b%; c) -45; d) 28; e 1; £ 3.

k =2, k = 0.
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III.2.5

III.2.6

II1.2.7

II1.2.8

III.2.9

III.2.10

III.2.11

III.2.12

OPLOSSINGEN
3-x -1 1 \ 3 9
det(B—AI3) = ( 5 =3-x 1 ) = - (A7-4)1"-42+16) =0 voor
6 -6 4-x
A=2, =2, 4.
2
a, a a ib a-b 0 {a+b 1 0\
det(b2 b 1/~ = det< b2 b 1) = (a-b) det\ b2‘2 b 1/ etc.
c c 1 c c 1 c c 1

a) Merk eerst op dat de vergelijking lineair is. Substitutie van
X = Xp, ¥ = Ypr Yesp. X = xQ, y = yQ in de determinant levert

twee gelijke rijen, zodat voor deze waarden van x en y aan de

vergelijking is voldaan. Dus P, resp. Q ligt op de rechte.

b) Ga na dat

3 -4 1\
det( 2 =2 1/ =0.
-4 10 1

c) De vergelijking is lineair. Voorts is aan de vergelijking vol-

daan voor x = X, ¥ = Yii
is dus de vergelijking van het vlak door de drie punten Pi met

z =z, (i =1,2,3). De vergelijking

matrix,
x5
>
P, = ./Yi\, i=1,2,3.
i \zi/

Trek de Sde rij van de overige rijen af, ontwikkel naar element

(5,5) en gebruik verder S I.4.29.

Gebruik S I.4.13 en S III.2.2. Voor aij = £(i) + g(j) is voor

n = 2 de determinant gelijk aan {£(2)-£(1)}{g(1)-g(2)} en voor
n > 2 gelijk aan 0. Bewijs dit door de determinant als de som van

2" determinanten te schrijven.

b) Ontwikkel de determinant naar de laatste rij of kolom.

c) Met volledige inductie en b).

Een speciaal geval van V III.2.10 met cos ¢ = j, d.w.z. ¢ = /3.

Toon aan dat det(An) = ) . Antwoord: det(An) = (—l)n_l.

- det(a
n-1



III.2.14

III.2.15

I11.2.17

II1.2.19

IIT1.2.20

§ III.3.

III.3.1

III.3.2
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Trek de 2de, 3de,...,nde kolom af van de eerste. Ontwikkel dan
naar het nieuwe element aj; = 1 - 2?=2 i=1- }(n+2)(n-1). Er

ontstaat een (n-1)x(n-1)-matrix waarvan een diagonaal alle
elementen gelijk 1 heeft; de overige elementen zijn 0. Verwissel

van die matrix de eerste en (n-1)-ste kolom, de 2de en (n-2)-de

kolom etc. Er ontstaat (—1)m In—l met m =0 alsn=1,2,5,6,9,
10,..., m =1 als n = 3,4,7,8,..., ofwel (-1)" = (-1) (172
Antwoord:
+ -
-D® (1 - (n 2)én 1) ).

2
Uit het gegeven volgt A - A In. Dan is 1 = det(A—Az) =
= det[A(In—A)] (volgens S II.5.27) = det(A).det(I -A) (volgens

S III.2.20). Dus det(RA) # O.

Volgt uit S III.2.14. Neem V = Fn ena, =e, (standaardbasis van
F ).
n

Uit het gegeven en S I.4.13 volgt dat det(a,b,c,x) = det(a,b,c,2d)
en dat det(a,b,x,d) = det(a,b,-4c.d). Dus x - 2d = Ala + ulb +

+ vlc, X + 4c = A2 5
+ (v1+4) c + (2—v2) d = 0. Uit de onafhankelijkheid volgt dan dat

a + u2b + v,.Ccs waaruit (Al-x2) a + (ul-uz) b +

X =Xa + ub - 4c + 24, A,u € R.

det(H ) = [1:12! ... (n-1)113/0(n+1) 1 (n+2) ¢ ... (2n)!]. Trek de
laatste kolom af van alle vorige. Haal per rij gemeenschappelijke
factoren uit de noemers en per kolom uit de tellers van de ele-
menten. De laatste kolom bevat dan louter "enen". Trek de laatste
rij van alle overige rijen af, haal gemeenschappelijke factoren
weg en ontwikkel naar de plaats (n,n). Er ontstaat een deter-

minant det (Hn ) . Verder met recursie.

-1

Automorphismen en basistransformaties

Gebruik S III.3.3. Ja, want det(a) = -1.
0 -1 2
Q) el ) (e, ) o
2 \ 1/3 1/3 -2/3/

bestaat niet.
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11 -8 -10
III.3.3 g_t. (-3 2 3) . Volgt uit § III.3.22.
111

IIT.3.4 Gebruik S III.3.23.

A 4 6
(1 A 1\;

3 6 4/

det(s) = 422 - 24) + 32. Dus (A-2) (A-4) # O.
III.3.5 a) Neen; b) Ja; c) Neen; d) Ja.

III.3.6 De matrix S uit S III.3.23 is A uit V III.3.1. S is regulier, dus
[x,y,2] is een basis. S“1 via V III.3.3 geeft met S III.3.25

1
a = S"1 (O\ € (mg,[x,y,z]) = 11x - 3y - z,

b=-8x+ 2y + z,

c=- 10x + 3y + z.

III.3.7 S = (2 1) st - ( 2 ";) , dus B = ('6 -5)

ITI1.3.8 a) Gebruik S III.2.7.

b) Er is een reguliere (n-2) X (n-2) matrix S uit R =zodat

B=5s'cs. Noem

10 .. O
0 .
T = . S 0
o .. ¢ 1

Dan is T regulier en uit S III.3.18 volgt

—
o
o

o
.
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1

Ga na dat T AlT = A.
c) Er is een reguliere (n-2) x (n-2) matrix U uit R en een
. -1
(n-2) % (n-2) diagonaalmatrix Dn-2 uit R zodat C = U Dn_2U.

Dan is B ~ Dn-2' d.w.z. er is een reguliere (n-2) x (n-2)-
1

Dn—2
te "randen" met nullen, behlave op

matrix V uit R met B = V_ V. Noem Dn de (nxn)-matrix uit

R die ontstaat door Dn-2

de plaatsen (1,1) en (n,n) waar resp. o en B komen. Ga na dat
V analoog veranderd kan worden in een (nxn)-matrix door op de
plaatsen (1,1) en (n,n) het getal 1 te plaatsen en dat A =

= wlp w.

n

d) det(a) = det(Al) o B b, det(C) = b.

-1
III.3.9 Voor elke reguliere S moet kennelijk gelden A = S 'AS, dus SA =

= AS. Noem

0

a a
A= ( 11 12\,

_ (11 ®12)
= bor
PYRLYYY \s,,

S22/

dan ontstaat een aantal vergelijkingen voor aij’ waaraan voldaan

moet worden voor elke reguliere S. Ga na dat hieruit volgt A =

= A 12, A e R.
III.3.10 Veronderstel A_1 bestaat; uit AB = On volgt dan B = A-lon = On.
Tegenspraak. Voor n = 3, neem
0O 0 O (1 1 0\
A= <O 0 0) . B = \1 2 O] .
0O 0 1 0 0 O
III.3.11 a) f1 = e1 + e2 + e3, f2 = e1 + e2, f3 el, e1 = f3, e2 = f2 - £
e3 = £, - f2. Dus
0 0 1\ {1 1 1
A=(O 1-1/, B=\1 10).
1 -1 0 1 0 O
b) AB = 13.
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1 -1 -1

d) E=AD=ABCB  =CB  =CA, F=DB=BCB B = BC;
0o 1 2 4 1 4
E = (1 -1 o\, F=13 1 1)
\3 -3 1/ \3 1 o/

IIT.3.12 a) X # 0,1.
b) Voor A # 0,1 is

1 -1 2
B=a1!-= X%T (-1/A 1 -1) .
1/% -1
c) 10 1y
det (2 0 3)=-1#0.
31 2
d)
1 0 1 3 -1 0
s = (2 0 3), st (-5 1 1).
301 2 2 1 0
e) Zie S 1I1.3.25
M A
1 -1 (1)
=gt L),
(52) =5 (12)
3 3
£)
1 0 1 2 0 -2
S
1 2 0 001 1

dan is det(S) # 0, det(T) # O.
g) Zie S III.3.27,

- 1 6 1
M=T 1As = (o -3 -g\ .
1 5 14/
h) Aangezien det(D) = 0, zal A de waarde O of 1 moeten aannemen.

Neem A = 0, dan is w(al) = ay, w(az) = q;(a3) = a5. Zoek een

basis [fl,fz,f3], zodat w(fl) = w(fz) = -f, + f2 + £, w(f3)

= f3. Neem f3 = aj. Even proberen levert f2 =ay f1 =
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III.3.14
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= a, - a., + a,. (Ook kan een reguliere S gezocht worden, zodat

1 2 3

D = S "AS en met S kan dan [fl,f ,f3] gevonden worden.)

2

Kan aangetoond worden door een reguliere S uit € te zoeken zodat
B = S_lAS. Een andere aanpak is: Noem ¢ de €-lineaire afbeelding
van €, die door de matrix A t.o.v. de standardbasis [el,ez] van

Cz gedefinieerd is. Zoek dan een tupel [al,az] uit cz, zodat
_i¢® _ -ib L.
¢(a1) =e a, ¢(a2) =e Ta, zodat [al,az] een basis is van C

1)

1) .
—1)' a, = (i/ . Ga na dat hiermee het gestelde

9
Een keuze is a1 = (

bewezen is en dat de hierboven genocemde matrix S gelijk is aan
1 1
-i i
Zij A = B voor zekere bases. Definieer ¢ via c(ai) = bi’
. . -1 .. -1
i=1,...,n. Dan is (gana) y =0 ¢ 0 . Z2ijnuy =0¢ 0, voor

zeker automorphisme 0. Zij [al,...,an] een willekeurige basis

van V en [bl,...,bn] de basis met bi = c(ai). Dan is A = B, want
-1 = = =
w(bi) 0o ¢ o0 (bi) g o ¢(ai) o (alia1+a21a2+...+anian)
a,.b, + ... + a .,b, als a,. de elementen van de matrix A voor-

1i71 ni n ij
stellen. Evenzo, als bij de elementen van B voorstellen, is
Y(b,) =b,.b, + ... + b_.b . Hieruit volgt a,. = b, . voor

i nin ij

1i71 ij
1<i,j <n.
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IV. Lineaire stelsels en vergelijkingen

§ IV.1. De rang van een matrix

Iv.1.1 a) 2, b) 2, c) 2, d) 3.

Iv.1.2 Als a(a-1) # 0 dan 4, als a = 0 dan 3, als a = 1 dan 2; als
a(l-a) (a+2) # 0 dan 4, als a = 0 dan 3, als a = -2 dan 3, als

a = 1 dan 2.

A
Iv.1.3 Definieer het F -lineair endomorphisme ¢ = (V,[al,a2,a3]) >

(V,[al,az,a3]), waarin [al,az,a3] een basis is van een F- vector-
ruimte V; definieer y via B. We tonen aan dat ¢ o Y # 0. Uit

S IV.1.6 volgt dat de dimensies van Im(¢), Im(y), Ker(¢) en
Ker(¢) en Kerfy) resp. 2,2,1 en 1 zijn. Neem x € Im(y), x # O.

Er is eeny € V, y # 0 zodat Y(y) = x. Er zijn nu twee mogelijk-
heden (ga na) (i) Ker(¢) n Im(y) = {0} of (ii) Ker(¢) < Im(y).

In (i) is x € Im(y), dus x ¢ Ker(¢), dus ¢(x) = ¢ o ¥ (y) # 0 en
ook in (ii) kan x zo gekozen worden dat x % Ker(¢) . Dus ook nu is

¢ ° wly) # 0.

Iv.1.4 r(A) is de dimensie van de lineaire deelruimte van I}1 die voort-
gebracht wordt door de n kolommen van A. Analoog r(B) en r (A+B).
Noem deze deelruimten K(A), K(B), K(A+B). Dan is K(A+B) < K(A) +
+ K(B). Uit V II.3.18 volgt dan dimE,(K(A)) + dimI,(K(B)) =
= dimI,(K(A)nK(B)) + dimI,(K(A)+K(B)) 2 dimr,(K(A+B)).

Iv.1.5 r(AB) < max(r(A),r(B)). 2ij A een (nxm)-matrix en B een (mxk)-
matrix. Introduceer F -vectorruimte U, V en W (van dimensie resp.
k,m en n) en F- lineaire afbeeldingen ¢¥: U +> V, ¢: V > W die bij ge-
geven bases resp. via B en A gedefinieerd kunnen worden. Dan is
r(B) = dimI,(Im(w)), r(a) = dimE,(Im(¢)), r(AB) = dimE,(Im(¢°w)).
Im(¢ey) = ¢(Im(Y)) < Im(¢); Qus r(AB) < r(A). Tevens is
dimI,(¢(Im(W))) < dimE,(Im(w)) (zie S 1IV.1.4).

Iv.1.6 Neen. Neem A = 03.

Iv.1.7 Via S III.3.33 en S IV.1.6.

Iv.1.8 a) 3; b) 3; c) 3.



v.1.9

Iv.1.10

v.1.11

Iv.1.12

Iv.1.13

Iv.1.14
Iv.1.15

Iv.1.16

Iv.1.17
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Uit V IV.1.5 volgt r(AB) < r(B). Verder is B = A-l(AB), zodat
(weer via V IV.1.5) volgt r(B) < r(AB). Klaar.

Uit V IV.1.4 en IV.1.5 volgt r(AB—In) = r(AB—A+A—In) = r(A(B—In)+
+A-1 ) < r(A(B-I)) +p < max (r(a),q) +p <q +p.

Zij [pl""'PQJ' 2 £ m een basis voor Im(¢). Beschouw de F-
lineaire afbeelding a: Im(¢) > W gedefinieerd door o = (Im(¢),
[91""'Pg]) -> (W,[wl,...,wk]), dan is X = Ker(a) en volgens
S 1I1.4.24 dlmI‘(Im(a)) + dlmI,(Ker(a)) = dlmr‘(lm(¢)). Nu is
Im(a) = Im(Yed), zodat dimE,(Im(a)) = r(BA).

Introduceer F -vectorruimten U,V,W,X en afbeeldingen ¢,8,Y zodat
C B

Yy = (U’[ul""’up]) > (V,[vl,...,vq]); B = (V,[vl,...,vq]) >

(w,[wl,...,wr]); a = (W,[wl,...,wr]) - (X,[xl,---,xS]); definieer

Y = Ker(a) n Im(B) en Z = Ker(a) n Im(Bey). Dan is Z < Y (ga na).
. < qi . . _

Dus dlmI,(Z) < dlmI,(Y). Maar volgens V IV.1.11 is dlmE,(Y)

r(B) - r(AB). Analoog kan bewezen worden (ga na!) dat dimI,(Z) =

r(BC) - r(ABC). Uit r(BC) - r(ABC) < r(B) - r(AB) volgt het ge-

stelde.

Neem in V IV.1.12 A =P, B=P + Q, C = Q, dan volgt r(P) + r(Qz)
< r(P+Q) . Neem verder AB = PQ2, BC = Q, B = Q2, dan is ABC = PQZC,

-dus r(PQ2) + r(Q) < r(Q2) + r(PQZC), zodat r(Q) < r(Q2). De twee

ongelijkheden geven dus r(P) + r(Q) < r(P+Q), zodat in verband

met V IV.1.4 het gestelde bewezen is.
Volgt uit V IV.1.9.
Volgt uit S IV.1.6 met V = W(en m=n) en S III.3.3.

Z2ij r(A) = p. Construeer een (mxp)-matrix B als in S IV.1.12, met
p = r(A) = r(B). Door soortgelijke handelingen op de rijen van B
ontstaat een (pxp)-matrix C, zodat r(C) = p. Er kan dus een regu-
liere submatrix gevonden worden met rang gelijk aan die van A.
Een grotere reguliere submatrix kan niet voorkomen; anders zou de
bovenstaande constructie omgekeerd kunnen worden, waarna ge-

constateert moet worden dat r(A) > p.

Er is een lineaire deelruimte X van W zodat W = X + Im(¢) en

X n Im(¢) = {0}; dan is dimp (X) = N-r(B) (zie V II.3.17 en
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V II.3.18). Definieer een afbeelding yY': X -+ U, met ¥'(x) = P(x)
voor alle x € X. Ga na dat y' een TF -lineaire afbeelding is, en
dat yY' surjectief is. Uit S II.4.24 toegepast op y' volgt dan het
gestelde.

IV.1.18 Uit het gegeven volgt det(AB) = det(Az). Dus det(A) det(B) =

1}

det(A). det(A). Rangezien r(B) = n-1 is det(B) = 0, dus det(d) =
= 0.

§ IV.2. Homogene stelsels

Iv.2.1 Een basis voor de oplossingsruimte is: a) [[-2,1,1]],
b) [[2,-1,31], c) [01], 4) ([-4,2,1,0,0], [-6,3,0,1,0],
fo,2,0,0,111.

Iv.2.2 Neen.
Iv.2.3 Volgt uit S IV.2.11.

Iv.2.4 OS = OS n OS n OS N «.. N OS .

Iv.2.5 Merk op dat Ker(¢) < V. en OS C'Fn' Dimr,(Ker(¢)) = dimI‘(OS)'
Formeel kunnen de twee deelruimten gelijk aan elkaar gesteld

worden als V = Fn.

Iv.2.6 De dimensie is r(A) = 3.
Iv.2.7 De oplossingen zijn veelvouden van het 5-tupel [-3,1,0,0,0].
Iv.2.8 Uit S IV.2.17 volgt de juistheid voor m = 1. Voor m > 1 kunnen

beide stelsels gebracht worden (door toepassing van lineaire
handeling op de rijen van A en A') tot stelsels van de vorm (x*)
in S IV.2.18. Op de beide deelstelsels 31 en Si (zoals (*%) in

S IV.2.18) kan dit herhaald worden. Aangezien S en S' dezelfde
oplossingen hebben, zijn de laatste vergelijkingen in de ge-
wijzigde stelsels S en S' op een multiplicatieve factor na gelijk
aan elkaar, waaruit volgt dat de matrices A en A' door lineaire
handelingen op de rijen beide op dezelfde matrix kunnen worden

gebracht, waarmee het bewijs geleverd is.
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Iv.2.10
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Ja.

Ja.

§ IV.3. Lineaire stelsels

Iv.3.1

Iv.3.2

Iv.3.3

Iv.3.4

Iv.3.5

IV.3.6

Iv.3.7

Iv.3.8

Iv.3.9

Uit S IV.2.14 volgt dat het n-tupel [0,...,0] een oplossing is van
het geassocieerde homogene stelsel. Uit substitutie blijkt dat de

aangegeven oplossing voldoet. Uit S IV.3.5 volgt dan het gestelde.

Het n-tupel [0,...,0] is geen oplossing van een niet-homogeen

F -lineair stelsel.

De determinant van de matrix is (c—a)(az-bz). Dus voor a # ¢,
b2 # a2 heeft het stelsel &&n en slechts €én oplossing. Als a = -b

dan is er geen oplossing, voor a # -b is er wel een oplossing.

a) Aangezien det(A) = as + b5 (ga nal!) is er één en slechts één
oplossing als a # -b. b) Zij a = -b. Er is geen oplossing.
Aangezien det(A) = (a+l) (a+2) is er één en slechts één oplossing

als a # -1 en a # -2. In dat geval is de oplossing [(2a+3)/(a+2),
0, -1/(a+2)]. Als a = -1 dan is de oplossing [1,0,-1] +

+ 2 [1,-1,0]; als a = -2 dan is er geen oplossing.

Rangezien det(A) = (n—l)(-l)n_1 (ga na!) is er één en slechts é&én

oplossing als n =2 2. Als n = 1 is er een oplossing als a, = 0.

Voor n = 2 is de oplossing gegeven door X = 1

a, - a,
n-1 '

13 *

I i

i
i=1,...,n.

a) De determinant is (a-b) (b-c) (c-a); oplossing is [1,0,0].

Substitueer de bedoelde waarden van x in de vergelijking. Er ont-
staan n homogene lineaire vergelijkingen in Anreecerd . De deter-

minant van dit stelsel is # 0 (zie V III.2.13).

In dat geval lopen de vlakken evenwijdig.
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V. Eigenwaarden

§ V.1. Eigenwaarden en eigenvectoren

v.l.1

Van ¢: eigenwaarden

1
1 met eigenvector (0), -1 met eigenvector | /.
2 1

Van {:
0 met (_1\ 2 met (2), 3 met (8).

1
o/’

a) Zie S V.1.14. Eigenvectoren zijn i.h.a. niet gelijk. Neem

A = 8 é . b) Als o # 0 dan hebben ¢ en o ¢ dezelfde eigen-
vectoren. c) Als p # O dan hebben ¢ en ¢p dezelfde eigen-
vectoren. d) ¢ en ¢-1 hebben dezelfde eigenvectoren.

e) det(A—AIn) = det(A+aIn—(a+A)In). f) 2ij X een eigen-

waarde, met bijbehorende eigenvector v; dan is ¢(v) = Av en ¢2(v) =

= v, dus Az = 1.
Ontwikkel det(A—AIn) eerst naar de eerste kolom.

a) De eigenwaarden zijn O en 3.

b) Im(¢) wordt voortgebracht door de bij 3 behorende eigenvectoren

() )

Dus ¢(ei) = Aia + uib; uit berekening volgt Al = -1, Hy = 2,

A2 = 2, u2 = -1, u3 = A3 = 1, maar deze getallen hoeft men niet

te kennen. Uit ¢7(ei) =3 (Aia+uib), i=1,2,3, volgt rechtstreeks
a7 = 3%

Noem de eigenvectoren bij AO: VireeesVy. Vul dit onafhankelijke

stelsel aan tot een basis [vl,...,v ’ wl,...,ws] van V (k+s=n).

k
Beschouw ¢ = (V,[vl,...,vk, wl,...,ws]) - (V,[vi,...,vk,wl,...,ws]).

Dan hebben volgens S V.1.13 A en B dezelfde karakteristieke veel-
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term. Ga na hoe de eerste k kolommen van B er uit zien en bewijs
dat det(B—AIn) = (A—Xo)k h()), met h(A) een veelterm van graad
n-k. Hieruit volgt k < p.

V.1.6 a) zij ¢: ]Rn+ JRn een R- lineaire afbeelding zodat ¢ =
= CRn,[ei,...,en] L (Rh'[el""'en])' dan is volgens
S IvV.1.6 dimn{(lm(¢)) = r; dus volgens S II.4.24 is dim]R
(Kexr(¢)) = n - r. Er zijn dus n - r onafhankelijke vectoren in
Ker (¢) en deze vectoren zijn eigenvectoren bij de eigenwaarde
0. De geometrische multipliciteit van O is dus n - r. Volgens

vV V.1.5 is het\gestelde bewezen.
0 1
b) N A= .
) Neem 0 0)

v.1.7 a) Duidelijk is dat Ayreeeiay de eigenwaarden van A2 zijn. Zij
A
¢ = CRn,[el,...,enJ) - CRn,[el,...,en]) en veronderstel dat
A een eigenwaarde van ¢ is bij de eigenvector x. Dan is ¢(x) =

AxX en ¢2(x) = Azx, dus A2 = a, voor zekere i; dus A = * /gi.

Veronderstel dat zowel + /g; en —/;i een eigenwaarde is met
eigenvectoren respectievelijk a en b. Dan zijn volgens

S V.1.10 a en b lineair onafhankelijk. Maar zowel a als b is
een eigenvector van ¢2 bij ai. Maar a; is een eigenwaarde van
¢2 met bijbehorende eigenvector ei. Tegenspraak

b) Er zijn 2" mogelijkheden voor A.

v.1.8 Uit V III.2.10 volgt dat det(An~AIn) = sin(n+l1) ¢ / sin ¢, met
2 cos ¢ = a - . Eigenwaarden zijn Ak = a - 2 cos ¢k’ ¢k =
= kn/(n+1), k = 1,...,n.

v.1.9 (i) ¢(e1) = e, ¢(e2) = ey (ii) ¢(e1) =0, ¢(e2) = e
(iii) ¢(e1) = ¢(e2) =e,.

1’

) o 9 -12) (16 12)
v.1.10 Ga na dat de eigenwaarden volgen uit die van (_12 16} en \12 9}'

Dus O en 25. Bij O horen de eigenvectoren 4e, + 3e_, en -3e, + 4e

1 2 3 4’
bij 25 horen 3e1 - 4e2 en 4e3 + 3e4. Voor de eigenruimten geldt
o (W = W.
vV.1l.11 -2 met a; - ag, -2 + V2 met a, + /552 + asy -2-Y2 met a; - /552 +

+ a,.
3
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v.1.18
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De eigenwaarden van A zijn die van B en bovendien o en B.

Tr(C) = t, Tr(A) =t + o + B.

a) -1, 1 en 2.

= -cos 6 a, + sin 6 ays bij

b) Bij -1 hoort b, = az bij 1 hoort b2 1
2 hoort b3 = sin 6 a; + cos 6 a,; [bl'bz'b3] is een basis van
eigenvectoren.
-10 0\
B=(010/-
002
a) 1, 2, 3.

b) Bij 1, b, = a; + a,, bij 2, b, = /Eal + /'2'a2 +ay, bij 3, by =
/5&1 +ay.
c) Volgens S V.1.20 is A equivalent met

1 0 O
(29
0 0 3

2

a) (i) t° = 44, (ii) t2 > 44, (iii) t2 < 44. b) t/2.

Uit S V.1.23 volgt dat het karakteristieke polynoom P()\) voor
A = 0 negatief is. Aangezien n even is geldt P(\) - + « als
+

©

Volgens S V.1.23 is ¢, = (-1)n_1 Tr (A) . De rest volgt uit S Vv.1.25.

Volgens S V.1.20 is A equivalent met een diagonaalmatrix D, met
op de diagonaal de eigenwaarden van A. Er is een reguliere P zo-

1 1 1

dat A = P 'pp. Dan is a2 = » lppp lpp = B~ sz, etc. Op de diagonaal

van Dk staan X?, i=1,...,n.

Uit s V.1.15 volgt dat Al =1, AZ =2, A\, =3, dus

1 0 0\
A~D = (0 2 0].
o o 3/

Via S V.1.20 wordt S gevonden,
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Uit V V.1.18 volgt de rest.

v.1.20 a) A is een bovendriehoeksmatrix; uit S V.1.32 volgt dat A nil-
potent is. b) De index is n.
.- k-1
v.1.21 a) zij a;a + a2¢(a) .o ta ¢ (a) = 0. Herhaald toepassen
k
van ¢ geeft dat alle a, nul zijn (¢( )(v) = 0 voor elke v € V).

b) dimr,(v) = n; het lineair onafhankelijk stelsel uit a) kan

hoogstens n vectoren bevatten; dus k < n.
v.1.22 a) Eigenwaarden zijn alle O. b) De index is 3.

v.1.23 b)

[eNoNeoNe)
[cNeoNeN J
O ONO
OwoOo

c) De eigenwaarden van A zijn O, index is 4.
d) ¢o: de eigenruimte bij A = 1 is V zelf; ¢k: de eigenruimte is

de verzameling van polynomen van de graad k-1 of lager (kz21).
v.1.24 Volgt uit V v.1.21.
v.1.25 Volgt uit S V.1.32 en V V.1.24.

v.1.26 Vergelijk S V.1.20. De algebraische multipliciteit wvan Xi zij
ui(i=1...4); dan is u1 + ... + ur = n. Bij elke eigenwaarde Ai
zijn voor een endomorphisme ¢ als in S V.1.20 precies Hy onaf-
hankelijke eigenvectoren. Er is in V dus een basis van eigenvec-
toren.

v.1.27 Zij A een eigenwaarde van AB. Als A = 0, dan is det(AB) = det(Ba) =
= 0, dus X = 0 is dan ook een eigenwaarde van BA. Veronderstel nu
A # 0. Zij V een F -vectorruimte met basis [al,...,an] en
¢: V>V en Y: V > V twee F- lineaire endomorphismen gegeven door
6 = Vlay.ea D B (vlag,eea D), b= lag,...,a D B
(V,[al,...,an]). Er is een eigenvector v # O van ¢ ° y zodat
¢ o P(v) = Av. Noem w= Y(v). Aangezien v # 0, A # 0 en ¢(w) = Av #
#0. Maar w is een eigenvector van Y o ¢ behorende bij A want Yo ¢(w) =

= p(Av) = A Y(v) = A w; dus X is een eigenwaarde van y ° ¢ en dus
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V.I.28

v.1.29

v.1.30
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van BA. Omgekeerd is elke eigenwaarde van BA een eigenwaarde van
AB. Opmerking: Als gegeven is dat A regulier is, kan het bewijs
als volgt verlopen. De karakteristieke veelterm van AB volgt uit

1 -1
In) = 0; dus det(B-)A In'

det(AB-AI ) = 0; dus det(A) . det(B-MA~
.det(a) = 0, dus det(BA—AIn) = 0, steeds voor dezelfde A. Evenzo
als B regulier is.

1 -1 -1 n

) = A, + ... An en det(A-AIn) = (-1) ‘(A—Al) .o (A-In).

Tr (A~ 1

Zzij r(A) =n, dan is A regulier. Dan is B = I, en B heeft dan
geen eigenwaarden anders dan 1. Tegenspraak.
a) A =1 is eigenwaarde met eigenvector a,-
b) Noem de matrix van § t.o.v. de basis [al,az,a3,a4] C. Ga na dat
C nilpotent is met index 4. Zij [bl’bz'b3'b4] een willekeurige
basis en de matrix bij ¥ t.o.v. deze basis zij B. Dan hebben
B en C dezelfde eigenwaarden. Dus B is nilpotent. Bovendien is
er een reguliere matrix S zodat B = SCS_I, zodat Bk = SCkS_1

en de index van B is dus gelijk aan die van C.

§ V.2. Complexe matrices

vV.2.4

1 2 3
a) Wy nWy=w,nw, ={0}; W nw,=1{r(0,0,1) | % e R}
¢ % m
1 neen ja neen
2 neen ja neen

3 neen neen neen

De vectoren b en c zijn voor de drie gevallen respectievelijk
$(1+1,0,0) en -}(1+i,0,0); 4(1+i,0,0) + (0,0,1) en }(1+i,0,0) +
+ (0,1,0); (1+4i,0,0) + (0,1,0) + (0,0,1) en (0,1,0).

a) (1-i,1-i,1+2i,3-1i); b) (1-i,1-i,1+42i,3-1i); c) (1+5i,

1+5i,1+24i,-3+i) .
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V.2.6 (76+2771i) /50, (4+438i)/10.
v.2.7 Neem b, = (1,0), b, = (1,1) in €.
v.2.8 X = l-(2+i)a + é-(1—2‘) - ; = -}—(1-2i)a + §{2+i)a +
e 5 1 T eiiTet)ay T a3i ¥ = 75 175 2733
V.2.9 a) Volgt uit Zw = z.w en z+w = 2z + G} voor z, we C. b) (AB)H =
— T - =T - T =T H H H H HH HH
= (AB) = (A.B) = (B) .(A) =BA . c) (QAQ) = QA (Q) =
= QHAQ. d) De matrix is hermitisch. Zie S V.2.26.
v.2.10 a) Gebruik de lineariteit van m; merk op dat in 7w(a,x) de x op
de tweede plaats staat.
b = a.a=a o .
).,c) Béfgken ¢(ej} ej + aja éjf}él + aja2e2 + . +
+ (1+ujaj) ej + ... T ajanen, j = 1,.;;,n. Alle diagonaal-
elementen van A zijn van de vorm 1 + ajaj, j=1,...,n en dus

reéel; de overige elementen zijn van de vorm aiuj; er geldt
verder Eiuj = aiﬁa. Hieruit volgt dat A hermitisch is.

d) 2ij x € Ker(¢); dan is ¢(x) = 0, dus x = -m(a,x)a; d.w.z. x is
een veelvoud van a, zeg X = 4 a; dus u a = -n(a,ua), dus
u(l+m(a,a)) = 0. Dan is noodzakelijk u = 0; d.w.z. x = O.

e) De eigenwaarde is 1 + m(a,a).

f) ¢(x) = Ax met A = 1 voor die x waarvoor mw(a,x) = 0; w(a,x) =0
geeft aanleiding tot een C-lineair homogeen stelsel met 1 ver-
gelijking voor het tupel [xl,...,xn] met x = xle1 + ... + Xnen'
De oplossingsruimte heeft dimensie n-1, dus er zijn precies

(n-1) lineair onafhankelijke eigenvectoren x bij A = 1.

§ V.3. Reéle matrices en inwendige producten

v.3.1 a) x = e ~ ey Y = ey - ey b) zij ox + By + Yu = 0, o,8,y € R;

dan is < ax + By + yu, u > = y < u,u > = 0, dus y = 0, etc.

v.3.3 b), e) en f) zijn niet bilineair; c¢), g) en h) zijn symmetrisch;

d) en g) zijn anti-symmetrisch.

v.3.4 a) (0 2 c) (o 0 a) (o 1) h) (1 0)
-3 0/’ o 3/’ -1 0/’ 0o 1"

v.3.5 A_<4 4) B=(12 6\ _(-

6 9/
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V.3.6 Als
% By
ab = . ) . € (V,[al,...,an]),
an Bn
dan is
By
$(a0) = (a,...,0) A . en ¢(a,b)’ = ¢(a,b) =
8
n
%
:
= (Bys...,BAT|
[67
n

y(b,a) = (Bl,...,Bn) B : /// .
a
n

Dus ¢(a,b) = Y(b,a) dan en slechts dan als AT =B (d.w.z. A

V.3.7 Noteer
///al 8,
a,b = : . : € (V,[al,...,an]) =
“n Bn
Y1 / 6
. , \\ . € (V’[bl""'bn])'
Yn 6n

Dan is
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%1 Y1 By Sy
S . _ . , S . _ ]
aﬂ Yn Bn n

en voor elke a, b € V

/8 /8,
¢(a,b) = (a;,...5a ) A ; = (Ygreeery) B ( ) =
Bn n
otl\ Bl\ /81
={s | - }7 Bs : = (a,,...,0) S'BS{ ° |,
. . 1 n .
an Bn Bn

T
dus A = S BS.

v.3.8 a) Schrijf a = aey + azgz + a3e3, b = Ble1 + 82e2 + B3e3 en ge-

bruik het gegeven met x = el,ez,e3.

b) Ga na dat ¢ voor elke a, b een bilineaire functie is. Veronder-
stel voorts a # 0, b # 0 (anders is ¢ zeker symmetrisch). Neem
X =a, dan moet voor symmetrie gelden <a,a><b,y>=<a,y><b,a>
voor alle y « ]R3. Dus <b,y>=<a,y><b,a>/<a,a>; ofwel <b,y>=

<b,a> <b,a>
=<b’—aa,y>voor elke y € R dus b = b,a

; ——— a, dus b = a
<a,a> 3’ <a,a> ' s

voor zekere p € R; a en b zijn dus lineair afhankelijk.

v.3.9 b) Eigenwaarden zijn 0 en 1; r is de eigenvector bij 1, de overige

zijn oplossingen van de vergelijking < x,r > = 0.

c)

v.3.10 a) Ja;

b) neen;
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. _ 1.2 1 2, 1 2
c) ja; ga na dat ¢(x,x) = (x1+£x2+:3x3) + 12(x2+x3) + 180 %3
d)

1 1 2/3
A= (O 1/3 1/2) ;
0 0 1/5
c)
L3 256
A = \0 3 -15/2/;
0 0 5
) v(x,y) = Xy, + 3x2y2 + 5x3y3 - 3x1y2 + 25/6 X,¥3 = 15/2 X,¥3i

g) ¢ is niet symmetrisch en positief definiet wegens

Yix,x) = (x1—3/2x2+25/12x3)2 + 3/4(x2—5/6x3)2 + 5/36x§.

v.3.11 [al,az,a3] is niet orthogonaal in (V’[bi’bz’b3j' wel in
(V,[al,az,a3].

v.3.13 a) Ja; b) neen; ©) Ay = 1/v30, A, = 1/V5, Ay = 1/v6.

v.3.14 (i) a) Ja; b) neen; c¢) ja; 4d) ja. (ii) Neem e, + ez en
49e1 + 28e2 + 46e3, respectievelijk.

v.3.15 c = —e1+e2+e3; c) A =2, u=1, v=-1; d) neem x wille-
keurig in V, zeg x = ca + Bb; dan is "x—d"2 = (ot—A)2 < a,a > +

+ (B—u)2 < b,b > + v2 < c,c >+ 2(a=A)(B-u) < a,b > =

I(a-A) a + (B-u) b 12 4 2 Hcﬂ2 en dit is minimaal voor o = }A,

B = u.
v.3.16 c) Zoek een element y, dat voldoet aan ¢(y) = x (x uit het vorige
vvraagstuk). Een y die voldoet is y = 2e, - e,; hierbij kan elk

1 3
element uit Ker(¢) nog opgeteld worden.

1 1 1
= - - = Ibll; ai
V.3.17 b) Neem b3 ) ey < e3,b1 > b1 1< e3,b2 > b2 en b3 b3/ b3 ; dit
geeft b3 = 5451e1+e2+4e3); b4 = 3451—e1+e2+e3+4e4).
v.3.19 Ga uit van een orthonormale basis [bl,...,bm] van W (met m = dim]R

(W) < n). Vul deze basis aan met [cl,...,ck], k = n-m, zodat
[bl""’bm'cl""’ck] een orthonormale basis is van V. Noem
U = W de lineaire deelruimte opgespannen door [cl,...,ckJ. Ga na

dat nu aan alle voorwaarden is voldaan.
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Vv.3.20 b) Noem U = WJ'. Bewijs eerst dat W < Ul: zij w € W, dan is

1 o
< w,v > =0 voor elke v € U, qus w € U . Bewijs daarna dat

Ut < w: vit het vorige vraagstuk volgt dat dim]R (V) = dim]R (U) +

+ dim:'R (W), maar dan geldt ook, door: i.p.v. W van U uit te

. s i . . _
gaan: dlm]R (v) = dlmIR (U7) + dim_ (U), zodat dJ.m]R (w)

R

. 1
=d1mIR(U'L) . Eerst was bewezen W ¢ U'L, dus nu volgt dat W = U

V.3.21 W' = {Aby +ub, | A,u e R}, met b, en b, uit Vv v.3.17.

3 3 4
1 1 1 1 0 0
v.3.22 s = (o 1 1), B = (o W2 12 )
0 0 1 0 /2 -iv2
v.3.24 b) Als b1 = sin 6 a1 + cos 6 a,, b2 = cos 6 a; - sin 6 a .

0 < 6 < m, dan is voor elke 6 [bl,bz] orthogonaal in

(1R2, [al,az]); a, en a, kunnen dan eenvoudig in b, en b_ uit-

1 2
gedrukt worden.

V.3.25 b) Gebruik V V.3.7 of S V.3.15.

V.3.26 (1) oy = 0, b, = b; (ii) Oti = %; (iii) zie (i).

v.3.27 Zie S v.3.38.

. 1 . .
V.3.29 (i) a, = ébl, a, = ?/37132, ag = 5‘/2—133: a, = b4, (ii) analoog.
V.3.30 (i) A = -1 met eigenvector eq, A =1, met eigenvector —26&31 +
+e, A= 2met %/2_e1 +e,.
i = =1 -1
(ii) b1 = eg, b2 = 3( 2/2—e1 + e2), b3 = 3(e1+2»/2_e2).
(iii)
-1 0 O
D = ( 0 1 0).
0 0 2
(iv)
o -2,5 1
3 3
S = 0 l 2
3 32 :
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v.3.31

V.3.32

v.3.33

V.3.34

v.3.35

Vv.3.36

V.3.37

OPLOSSINGEN
1/3 _ﬁ/_ 1
-3V3 0 30
{ 1 Y \ 7 7
s = ) vz 01, _
\ yi T = 0 1 o .
0 0 1 1 4/~
= 0 =v¥3
7 7

(=]

[l

n

]
sl
N =
- N
1
NN
—_

(i) S V.3.42. Zij X een reéle eigenwaarde met eigenvector a van
een afbeelding ¢ gedefinieerd als in S V.3.42. Dan is
< ¢(a),p(a) > = XZ < a,a > =< a,a >, dus A2= 1. Aangezien

n oneven is, is er minstens &één reéle eigenwaarde, waarvoor

dus geldt A2 = 1. De complexe eigenwaarden komen in complex
geconjugeerde paren voor. Uit Al...kn = 1 volgt nu het ge-
stelde.

(ii) e, + (/5;1)e3.

(i) zij ¢ positief definiet en zij b # O een eigenvector van ¢ bij

een eigenwaarde A; zij b = B,a, + ... + B_a_. Dan is
g 171 n n

By

0 < ¢(byb) = (By,.nnsB) Bl T | = A8, .. 48 0).

\

Omdat b # 0, is minstens één Bi # 0, dus X > O.
(ii) 2ij ¢ = (V,[al,...,an]) 2 (V,Eal,...,an]); omdat A symmetrisch
is, is er een orthonormale basis [bl,...,bn] van eigenvectoren
van Y. Verder geldt ¢(c,d) = < c,yp(d) > (zie S V.3.34). Neem

nu c € V willekeurg, ¢ # 0, zij ¢ = Ylbl + ... + ann' Ga na

2
dat ¢(c,c) = X1Y1 + ... + Anyn.
Gebruik het vorige vraagstuk: (i) neen, (ii) ja, (iii) Jja.
. . . ciy s _1 -
(i) Niet symmetrisch; (ii) jJa. b1 = §J§k—e1+e2-e3), b2 =

- =L e -
= £/51e1+e2), b3 = 12/gke1 e, 2e2).

. .. T
(1) Zij y =VIV->R,  : VIV->R de bilineaire functies
A
Yy = (V,[al,...,an]) I (V,[al,..,,an])A* R, ¥ =

= (V,[al,...,an]) I (V,[al,...,an]) L R, dan is < c,¢(d)> =
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V.3.44

V.3.46

v.3.48

V.3.49

v.3.50
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= Y(c,d) en < ¢T(c),d > =< d,¢T(c) > = WT(d,c). Door
Y(c,d) en wT(d,c) via de matrices A en AT uit te schrijven
volgt ¥(c,d) = ¥ (c,d).

(iii) Ga na m.b.v. (i) dat o(x,x) = < ¢(x),$(x) > voor alle x € V.
Dus o(x,x) 2 0 voor alle x € V; 0 is echter niet positief
definiet, want als ¢ een eigenwaarde 0 heeft is voor de
corresponderende eigenvector o(x,x) = 0.

(iv) ATA is symmetrisch; zij A een eigenwaarde, met bijbehorende
eigenvector x van ¢T°¢, dan is A <x,x> = < ¢T°¢(x),x > =

= < ¢(x),9(x) >, zodat X = O.
Volgt uit S V.3.19 en definitie V V.3.38.

(i) Neen

(ii)

(iii) A = 0 met eigenvector c.

De eigenwaarden van A zijn -9, -9 en 27.

—

12 5/5-2/3
P= | 12 -32 23 |.
0 %/2_ 1/3
3 0
o 1 -1 1 1
Vi Tz Uy "2'6‘/3_ -1 ’ "3'?/6— 1 :
1 2
0
Wl = {\ }1 X € R}.
0
Ja.

Er zijn vier mogelijkheden. (i) Beide eigenwaarden zijn 1;

dit geval correspondeert met de idE .

(ii) ll =+ 1,
2
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v.3.51

V.3.52

V.3.53

V.3.54

V.3.55

OPLOSSINGEN

A2 = -1; spiegeling. (iii) beide eigenwaarden -1; draaiing over
een hoek van 7 radialen. (iv) Geen reéle eigenwaarden; draaiing

zoals bijv. in S II.4.5. Merk op dat in alle vier gevallen de

‘norm van een vector en zijn beeld gelijk zijn. Zie V V.3.41.

(i) Alle eigenwaarden 1. (ii) Al =1, AZ en A3 complex; draaiing

met als as de eigenvector bij kl = 1. (iii) speciaal geval van

(ii); draaiing met een hoek van T radialen. (iv) Al = A2 =1,
A3 = -1, spiegeling t.o.v. het vlak door de oorsprong met normaal
de egenvector bij A3 = -1. (v) kl = -1, A2 en A3 complex;
spiegeling t.o.v. het vlak door de oorsprong met normaal de eigen-
vector bij Al = -1, gevolgd door een draaiing met als as dezelfde
eigenvector. (vi) Xl = Az = A} = -1; speciaal geval van (v)
met draaiingshoek m; of: elke vector wordt met -1 vermenigvuldigd.

Kies X # 0, zodat < a,x, > = 0; dan is < b,xo > = < crxg > = Q.

c) Zie eventueel V V.1.8;

d) bij 1 + §(/5+1) hoort a, + a, + $(/5+1) (ay+ay), bij 1 + §(/5-1)
hoort -a, + a, + %(/5——1)(—a2+a3), bij 1 - 4(/5+1) hoort
-a; +a, + é(/5_+1)(a2—a3), bij 1 - }(/5-1) hoort a; +a, -
- i(/“5-1)(a2+a3).

e) Gebruik de kentallen van de genormeerde eigenvectoren als

kolommmen van S.

Noem de eigenwaarden en eigenvectoren van ¢ en ¢ respectievelijk

Al,...,An, ul,...,un, XyreeosX Yl""’yn’ Dan zijn

n

[xl,...,xn] en [yl,...,yn] bases van V.

(i) 2Zij X, = vy 1= 1,...,n. 2ij v = OgxXy oo+ oax € V wil-
lekeurig. Dan is (ga na) § ° ¢(v) = ¢ Y(v).

(ii) ¢(xi) = Aixi’ i=1,...,n; dus y o ¢(xi) = Aiw(xi); gegeven
is ¢ oy =y ° ¢, dus ¢(¢(xi)) =¥ dlx)) = A;¥(x;). Dus
w(xi) is een eigenvector van ¢ bij Ai' dus w(xi) = a.x, voor
zeker ai, i=1,...,n. Dus xi is ook een eigenvector van

Y, i =1i,...,n.

b) az # 1; als a2 #1, dimlz(Ker(¢)) = 0; als a2 =1,
d:i.mIR (Ker (¢9)) = 2.
c) Als a = 0, dan is elke vector van V eigenvector (bij de eigen-

waarde 1). Als o # O: bij A = 1 + a behoren
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V.3.57
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en

O = O -
= O = O

bij A = 1 - a behoren

/1 0 \\
0 on 1
-1 0 :
0 -1
d) Als a =0, S = In; als a # 0
1 0 1t o0 \
s -~ o1 0 1
V2 1 0 -1 0 :
01 0 -1
(i)
1
c = (1) .
1
(iii)
-5 -2 1
a=L1(y 2 )
6 \ 3

(iv) Ga na dat ¢2 =idp , dus A" =1I,, dus A = A .

a)

c)
4)

c)

6 -3/

2 1

3 3

Niet symmetrisch, niet positief definiet = ¢(x,x) = (al-az)2 =0
als oy = 0y b) Symmetrisch, niet positief definiet.
Symmetrisch en positief definiet: ¢(x,x) = (a1-3a2)2 + 3uf.

Niet symmetrisch, niet positief definiet.

De eigenwaarden van de matrix zijn (13t/€T)/2, de eigenvectoren
zijn hiermee te berekenen en de methode uit S V.3.56 kan gevolgd
worden; om naar rekenwerk te voorkomen kiezen we een andere
methode. Ga uit van een eenvoudige vector, zeg c1 = el;

¢(e1,e1) = 4; kies nu b, = écl = iel. Als tweede vector kiezen

we een vector c, zodat ¢(c1,c2) = 0; een systematische keuze

1
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V.3.58

v.3.59

v.3.60

v.3.61

V.3.62

v.3.63

v.3.64

OPLOSSINGEN

. . _ _ - 3 -
is (zie S V.3.34) c, =e, ¢(e2,b1)b1 e, * ie,, ¢(c2,02)

= 27, = 23 (1 - -
= =7 neem dus b2 = 9/3.(5e1+e2). Nu is ¢(b1,b1) = ¢(b2,b2)
en ¢(b1,b2) = 0. Volgens S V.3.16 is ¢ het inwendig product in

(R2I I:bllb2]) -

|
-

De eigenwaarden van A volgen uit A3 - 5A2 + 61 -1 = 0; gemakkelijk
is in te zien dat de eigenwaarden positief zijn, maar ze zijn niet
eenvoudig te berekenen. De methode van S V.3.57 faalt dus. We
gaan, als in O V.3.57 c) anders te werk. We zoeken een basis

[a,b,c] door [el,ez,e3] te "orthonormaliseren" via ¢. Kies a = e

[
o
~

dan is ¢(e1,e1) = 1. Neem b = e, - ¢(e2,a)a; dan is ¢(a,b)

b = e, ~ e $(b,b) = 1. Neem c = ey - ¢(e3,a)a - ¢(e3,b)b

= e1 - e2 + e3. Ook nu weer is ¢(c,c) = 1.

b) Er is nog geen basis in V gegeven. Dit kan zijn [1,x,x2]. We

gaan deze basis weer via ¢ orthonormaliseren. $(1,1) = 2, dus
£, = %/_é £, =x - ¢(x,f1)f1 = x, f2 = 1/6 x; zo ook f3 =
= $/10(x"-1/3).
c) Neem z = a, - d) a=x,b=y, c = z.
HW=2enA=1%1/3, of u=-1en A =% 1/3.
a) Neen. B = 1/3 A is wel orthonormaal. b) A = 3B, A_1 =1/3 B“1
=1/3 B = 1/3(1/38)" = %-AT.

[a,b,c] is een basis; we veronderstellen dat (zonder verlies van
algemeenheid) [a,b,c] een orthonormale basis is. Zij ¢ =

= (V,[al,az,a3]) 2 (V,[al,az,aBJ) en ¢ = (V,[a,b,c]) R (v,la,b,c]),
dan is D een diagnonaalmatrix en er is een orthonormale matrix

1 T

- T . .
S zodat A = SDS = SDS . Hieruit volgt eenvoudig dat A = A .

Volgens V V.3.50 bestaat er een orthonormale basis van eigen-
vectoren [xl,...,xn]. Schrijf ¢ = (V,[xl,...,xn]) t (V,[xl,...,xn]),
waarin D een diagonaalmatrix is met op de diagonaal de eigenwaar-
den van Ai. Definieer y = (V,[xl,...,xn]) EN (V,[xl,...,xn]) met

D' de diagonaalmatrix die als diagonaalelementen /Xz'heeft, zodat

D = (p')2.
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V.3.67 ¢ is een loodrechte projectie op het vlak {A(2E1+2E2—E3) +
+ p(E1—2E2—2E3) [ A,u € R}. Symmetrie volgt bijvoorbeeld uit
V v.3.63.
V.3.69 a) 2ij x € Ker(¢) n Im(¢); dan is ¢(x) = 0 en er is een y € V met
2
o(y) = x, dus ¢°(y) = 6(x) = 0. Maar ¢°(y) = ¢(y) = x, dus
x = 0.

d) (i) 2ij ¢ symmetrisch. Zij x € Im(¢), y € Ker(¢). Er is een
z € Vmet ¢(z) = x. < X,y > =< ¢(z),y > =< z,6(y) > =
=< 2,0 >=0. (ii) < x,¢(y) > = < x=¢(x) + ¢(x),¢(y) > =
=< ¢(x),¢(y) > (want x - ¢(x) € Ker(¢)), < y,d(x) > =
<y-9(y) + ¢(y), ¢(x) > = < d(y),0(x) >.

e) In de linkerbovenhoek van A komt Ir' op de overige plaatsen

staan nullen.

1 _ _ 1
v.3.70 a) P, = =/3 p, P, = 12 E +E,), Py = g/e_(E1+E2+2E3).
1 0 O
A =(o 1 o)
0 0 -1

b) Spiegeling t.o.v. W.

c)
1 2 -1 =2
B = 3 (-1 2 —2).
-2 =2 -1
v.3.71 (i) . Aangezien dimI{(Im(¢)) =1enace€ Im(¢), a # 0 is Im(¢) =
= {Aa|XreR}.
(ii) Aangezien ¢(a) € Im(¢) is er een A zodat ¢(a) = Aa.

(iii) Omdat A symmetrisch is, bestaat er een orthonormale basis

van eigenvectoren [bl,bz,b3] van ¢. Neem b, = éVg'a; b, en

1
€ Ker(¢), dus

2

b3 horen bij de eigenwaarde 0, dus b2,b

3
a € {Ker(¢)}l.

(iv) Noem

. Schrijf

i
Q

1
neem dan b2 = /§6vb, b3 =
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1
< <1>, a>=a<a,a>,

1
dus a = %—en
1
o1 - -1
a = ¢\i/ =a ¢(a) = 3 A a,

als A de eigenwaarde bij a is; dus A = 3. Schriif e, =

= a;a + B,b + y,c, dan is @y = l-en ¢(e;) = ada = ja; etc.

6 1

Zo ontstaat

b1 -

A = 1 2 -1 .
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